
�á«®¢ë¥ ®¡®§ ç¥¨ï.1. R { ¯®«¥ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥«.2. C { ¯®«¥ ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«3. �®ª § â¥«ìáâ¢®* { â ª¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¬®�® ¯à®¯ãáâ¨âì ¯à¨ ¯¥à¢®¬ ¯à®çâ¥¨¨.1 � «¨§   ¬®£®®¡à §¨ïå1.1 �« ¤ª¨¥ ®â®¡à �¥¨ï ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢Ǳãáâì Rn ¨ Rm - ¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà áâ¢ , U � Rn ¨ V � Rm - ¥ª®â®àë¥ ®¡« áâ¨ ¢ ¨å. Ǳãáâìf : U ! V ¥ª®â®à®¥ ®â®¡à �¥¨¥, ª®â®à®¥ ª �¤®© â®çª¥ p = (x1; : : : ; xn) 2 Rn ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ â®çªãf(p) = (y1; : : : ; ym) 2Rm. �â® ®â®¡à �¥¨¥ § ¤ ¥âáï  ¡®à®¬  ¡®à®¬ m äãªæ¨© ®â n ¯¥à¥¬¥ëå.�¡à â®, ¢áïª¨©  ¡®à ¨§ m äãªæ¨© ®â n ¯¥à¥¬¥ëå ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥ª®â®à®¥ ®â®¡à �¥¨¥ f : U ! V ,£¤¥ U - ®¡é ï ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï íâ¨å äãªæ¨©.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.1. �â®¡à �¥¨¥ f : U ! V  §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬ ¯®àï¤ª  k, ¥á«¨ ª �¤ ï ¨§ äãª-æ¨© yi = yi(x1; : : : ; xn); i = 1; : : : ; m ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¤® ¯®àï¤ª  k ¢ª«îç¨-â¥«ì®. �á«¨ íâ¨ äãªæ¨¨ ¨¬¥îâ ¥¯à¥àë¢ë¥ ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ «î¡®£® ¯®àï¤ª , â® ®â®¡à �¥¨¥f  §ë¢ ¥âáï ®â®¡à �¥¨¥¬ ª« áá  C1 ¨«¨ ¯à®áâ® £« ¤ª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬.� ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì ¢á¥ ®â®¡à �¥¨ï £« ¤ª¨¬¨, ¥á«¨ ¥ ®£®¢®à¥® ¯à®â¨¢®¥.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.2. �¨¥ªâ¨¢®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ f : U ! V  §ë-¢ ¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ f ¨ f�1 ®¤®¢à¥¬¥® £« ¤ª¨. �á«¨ â ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â,â® ®¡« áâ¨ U ¨ V  §ë¢ îâáï ¤¨ää¥®¬®àäë¬¨.� ¬¥ç ¨¥. �§ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®   «¨§  ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢áïª¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï £®¬¥®-¬®àä¨§¬®¬ (â ª ª ª ¢áïª®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬).� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ â®¯®«®£¨¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® ®¡« áâ¨ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ £®¬¥®¬®àäëâ®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à §¬¥à®áâ¨ íâ¨å ¯à®áâà áâ¢ á®¢¯ ¤ îâ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ® ¢¥à® ¨¤«ï ¤¨ää¥®¬®àäëå ®¡« áâ¥©.1.2 �« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë ¨ £« ¤ª¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.3. Ǳãáâì M - å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® á® áç¥â®© ¡ §®©. �®ª «ì®©ª àâ®©  M  §ë¢ ¥âáï ¯ à  (U; '), £¤¥ U - ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®�¥áâ¢® ¢M , ' : U ! Rn - £®¬¥®¬®àä¨§¬  ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®�¥áâ¢® ¢ R. Ǳ®¤¬®�¥áâ¢® U  §ë¢ ¥âáï ®¡« áâìî ª àâë, £®¬¥®¬®àä¨§¬ ' §ë¢ ¥âáï ª àâ¨àãîé¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬.�á«¨ p 2 U - ¯à®¨§¢®«ì ï â®çª , â® '(p) 2 '(U) � Rn ¨, § ç¨â, '(p) = (x1; : : : ; xn). �â¨ ç¨á«  §ë¢ îâáï «®ª «ìë¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨ â®çª¨ p ®â®á¨â¥«ì® «®ª «ì®© ª àâë (U; ').�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.4. �¢¥ «®ª «ìë¥ ª àâë (U;') ¨ (V; ) - ¤¢¥ «®ª «ìë¥ ª àâë   M . �â¨ª àâë  §ë¢ îâáï £« ¤ª® á¢ï§ ë¬¨, ¥á«¨ ®â®¡à �¥¨¥  Æ '�1 : '(U \ V ) !  (U \ V ) ï¢«ï¥âáï¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.5. �¥¬¥©áâ¢® ®âªàëâëå ª àâ A = fU�; '�g   M  §ë¢ ¥âáï  â« á®¬, ¥á«¨1) fU�g�2A ®¡à §ã¥â ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ M ;2) «î¡ ï ¯ à  ª àâ íâ®£® á¥¬¥©áâ¢  £« ¤ª® á¢ï§  .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.6. Ǳãáâì A - ¥ª®â®àë©  â« á   M . �®ª «ì ï ª àâ  (U;')   M  §ë¢ ¥âáï£« ¤ª® á¢ï§ ®© á A, ¥á«¨ ®  £« ¤ª® á¢ï§   á «î¡®© ª àâ®© íâ®£®  â« á .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.7. �â« á A   M  §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ìë¬ ¨«¨ £« ¤ª®© áâàãªâãà®©  M , ¥á«¨«î¡ ï ª àâ , á¢ï§  ï á íâ¨¬  â« á®¬ ¯à¨ ¤«¥�¨â ¥¬ã.�ç¥¢¨¤®, «î¡®©  â« á ¬®�® ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¤®¯®«¨âì ¤® £« ¤ª®© áâàãªâãàë, ¯à¨á®¥¤¨-¨¢ ª ¥¬ã ¢á¥ ª àâë, £« ¤ª® á¢ï§ ë¥ á íâ®© áâàãªâãà®©.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.8. �¢¥ £« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë  §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ ª �¤ ï ª àâ  ®¤®©áâàãªâãàë £« ¤ª® á¢ï§   á ª �¤®© ª àâ®© ¤àã£®© áâàãªâãàë (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ ¤«¥�¨â ¥©).�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.9. �« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬  §ë¢ ¥âáï å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®á® áç¥â®© ¡ §®©,   ª®â®à®¬ ä¨ªá¨à®¢   £« ¤ª ï áâàãªâãà . Ǳà¨ íâ®¬ à §¬¥à®áâì ®¡à §  «î¡®©ª àâë íâ®© áâàãªâãàë  §ë¢ ¥âáï à §¬¥à®áâìî ¬®£®®¡à §¨ï ¨ ®¡®§ ç ¥âáï dimM . � ¬¥ç ¨¥.�®ª § ®, çâ® ¥á«¨   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤  £« ¤ª ï áâàãªâãà , â®  1



¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® £« ¤ª¨å áâàãªâãà.Ǳà¨¬¥à ¥íª¢¨¢ «¥âëå £« ¤ª¨å áâàãªâãàǱãáâì M =R - ¢¥é¥áâ¢¥ ï ¯àï¬ ï. �  ¥© áãé¥áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥ ï £« ¤ª ï áâàãªâãà , ¯®à®�¤¥- ï  â« á®¬ ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®© ª àâë (R; id), £¤¥ id - â®�¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¢â®àãî£« ¤ªãî áâàãªâãàã®, ¯®à®�¤¥ãî ª àâ®© (R; '), £¤¥ '(x) = x 13 . �ëïá¨¬, ¡ã¤ãâ «¨ íâ¨ ª àâë £« ¤-ª® á¢ï§ ë. � áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î id Æ '�1 :R! R id Æ'�1(x) = x3 - íâ® £« ¤ª ï äãªæ¨ï. � ¤àã£®©áâ®à®ë, 'Æ id�1 :R! R 'Æ id�1(x) = x 13 å®âï ¨ ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®©   ¢á¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï,® ¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©, â ª ª ª ¥¥ ¯¥à¢ ï ¯à®¨§¢®¤ ï â¥à¯¨â à §àë¢ ¢ 0. � ç¨â, íâ¨ ¤¢¥ ª àâë ¥ï¢«ïîâáï £« ¤ª® á¢ï§ ë¬¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®à®�¤ îâ ¥íª¢¨¢ «¥âë¥ £« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë. 2� ¤ ç  1.1. �®ª �¨â¥, çâ®  â« áë (R; '0); : : : ; (R; 'k); : : : ;, £¤¥ 'k = x2k+1, k = 0; 1; : : : § ¤ îâ  ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®© à §«¨çë¥ £« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë.� ¬¥ç ¨¥. �¢®©áâ¢  å ãá¤®àä®¢®áâ¨ ¨ áç¥â®áâ¨ ¡ §ë ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï £« ¤ª®© áâàãªâãàë  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ¢ëâ¥ª îâ. Ǳà®¨««îáâà¨àã¥¬ íâ® á«¥¤ãîé¨¬¨ ¯à¨-¬¥à ¬¨.1. �¥å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® á £« ¤ª®© áâàãªâãà®© à §¬¥à®áâ¨ 1 ¨ áç¥â®© ¡ §®©.b r rb b b0 1 2 321 � áá¬®âà¨¬ ¨â¥à¢ « (0,3) ¨ à §®¡ì¥¬ ¥£®   âà¨ ¬®�¥-áâ¢ : (0; 1℄, (2;3), (1;2℄. � ä®à¬ «ì®¬ (¥á¢ï§®¬) ®¡ê-¥¤¨¥¨¨ ¢¢¥¤¥¬ â®¯®«®£¨î á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ®ªà¥áâ-®áâ¨ â®ç¥ª   ¬®�¥áâ¢¥ (0; 1) [ (1;2)[ (2; 3) â ª¨¥ �¥ª ª ¢ â®¯®«®£¨¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ®© ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®©.�ªà¥áâ®áâï¬¨ �¥ â®ç¥ª x1 = 1, x2 = 2 á«ã� â á®®â¢¥â-áâ¢¥® ¬®�¥áâ¢  (1�";1℄[(2;2+"), (2�";2℄[(2;2+").�®£¤  â®çª¨ x1; x2 ¥®â¤¥«¨¬ë.� ¤ ç  1.2. Ǳ®áâà®©â¥   íâ®¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ®¤®¬¥àãî £« ¤ªãî áâàãªâãàã ¨¤®ª �¨â¥, çâ® ®® ¨¬¥¥â áç¥âãî ¡ §ã.2. � ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ®¤®¬¥à®© £« ¤ª®© áâàãªâãà®©, ¥ ¨¬¥îé¥¥ áç¥â®©¡ §ë.� áá¬®âà¨¬ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ¯àï¬ëå M = R1 � R1. �®¯®«®£¨î ¢ M®¯à¥¤¥«¨¬ ª ª â®¯®«®£¨î ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï, £¤¥ ¯¥à¢ë© á®¬®�¨â¥«ì á ®¡ëç®© â®¯®«®£¨¥©(¬¥âà¨ç¥áª®©),   ¢â®à®© á®¬®�¨â¥«ì { á ¤¨áªà¥â®©.� ¤ ç  1.3. �®ª �¨â¥, çâ® íâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® å ãá¤®àä®¢®, ¨¬¥¥â ®¤®¬¥àãî£« ¤ªãî áâàãªâãàã ¨ ¥ ®¡« ¤ ¥â áç¥â®© ¡ §®©.�§ï¢ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®£®®¡à §¨© ¨§ íâ¨å ¤¢ãå ¯à¨¬¥à®¢, ¯®«ãç¨¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà -áâ¢® á £« ¤ª®© áâàãªâãà®©, ® ¥ å ãá¤®àä®¢® ¨ ¥ ¨¬¥îé¥¥ áç¥â®© ¡ §ë. � ¬¥â¨¬, çâ® ®âáãâáâ¢¨¥áç¥â®© ¡ §ë ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à¥ ¯à¨¢¥«® ª "¯ â®«®£¨¨": ¯«®áª®áâì ¢ ¥¬ ï¢«ï¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥¬à §¬¥à®áâ¨ 1,   ¥ 2. Ǳ®íâ®¬ã ®¡ëç® £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ®¯à¥¤¥«ïîâ ª ª å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®-£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® á® áç¥â®© ¡ §®©,   ª®â®à®¬ ä¨ªá¨à®¢   £« ¤ª ï áâàãªâãà . �§ íâ®£® ®¯à¥-¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ï¢«ï¥âáï «®ª «ì® ª®¬¯ ªâë¬ ¨ ¤ �¥ ¯ à ª®¬¯ ªâë¬¯à®áâà áâ¢®¬.�â®¡ë ¢¢¥áâ¨ ¯®ïâ¨¥ ®à¨¥â æ¨¨   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨,  ¬ ¯® ¤®¡ïâáï á«¥¤ãîé¨¥�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.10. Ǳá¥¢¤®£àã¯¯®© ¯à¥®¡à §®¢ ¨©   â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ M  §ë¢ -¥âáï ¬®�¥áâ¢® � ¯à¥®¡à §®¢ ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á«¥¤ãîé¨¬ âà¥¡®¢ ¨ï¬:1) ª �¤®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ f 2 Gamma ¥áâì £®¬¥®¬®àä¨§¬ ®âªàëâ®£® ¬®�¥áâ¢  U � M ( §ë¢ ¥¬®¥®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï f)   ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® V � M ( §ë¢ ¥¬®¥ ®¡« áâìî § ç¥¨© f);2) ¥á«¨ f 2 �, â® áã�¥¨¥ f   ¯à®¨§¢®«ì®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï f , â ª�¥ ¯à¨- ¤«¥�¨â �;3) ¯ãáâì U = [iUi, £¤¥ ª �¤®¥ Ui ¥áâì ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¢ M ; £®¬¥®¬®àä¨§¬ f ¬®�¥áâ¢  U  ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¢ M ¯à¨ ¤«¥�¨â �, ¥á«¨ áã�¥¨¥ f   ª �¤®¥ Ui ¯à¨ ¤«¥�¨â �;4) ¤«ï ª �¤®£® ®âªàëâ®£® ¬®�¥áâ¢  U ¢ M â®�¤¥áâ¢¥®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¢ U ¯à¨ ¤«¥�¨â �;5) ¥á«¨ f 2 �, â® f�1 2 �;6) ¥á«¨ f 2 � ¥áâì £®¬¥®¬®àä¨§¬ U   V ,   f 0 2 � ¥áâì £®¬¥®¬®àä¨§¬ U 0   V 0 ¨ ¥á«¨ V \U 0 ¥ ¯ãáâ®,â® £®¬¥®¬®àä¨§¬ f 0 Æ f : f�1(V \ U 0)! f 0(V \ U 0) ¯à¨ ¤«¥�¨â �.Ǳà¨¬¥àë.1. �®�¥áâ¢® ¢á¥å ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ®âªàëâëå ¬®�¥áâ¢ ¨§ Rn ¢ ®âªàëâë¥ ¬®�¥áâ¢  ¨§ Rn ï¢«ï-2



¥âáï ¯á¥¢¤®£àã¯¯®© ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¨ ®¡®§ ç ¥âáï �(Rn).2. �á«¨ ¬ë à áá¬®âà¨¬ â®«ìª® â¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï f 2 �(Rn), ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ¢áî¤ã ¯®«®�¨â¥«ì-ë© ïª®¡¨ , â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯®¤¯á¥¢¤®£àã¯¯ã ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¢ �(Rn). �  ®¡®§ ç ¥âáï �0(Rn) ¨ §ë¢ ¥âáï ¯á¥¢¤®£àã¯¯®© á®åà ïîé¨å ®à¨¥â æ¨î ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¢ Rn.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.11. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®  â« á â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  M á®¢¬¥áâ¨¬ á¯á¥¢¤®£àã¯¯®© �, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ª àâ (U;'), (V; ), ¤«ï ª®â®àëå U \ V 6= ;, íâ®£®  â« á ®â®¡à �¥¨¥  Æ '�1 : '(U \ V )!  (U \ V ) ¥áâì í«¥¬¥â ¨§ �. �â« á ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®«ë¬, ¥á«¨® á®¤¥à�¨â ¢á¥ ª àâë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¤ ®¬ã ãá«®¢¨î.�â¬¥â¨¬, çâ®  â« á n� ¬¥à®£® £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï ï¢«ï¥âáï  â« á®¬, á®¢¬¥áâ¨¬ë¬ á ¯á¥¢¤®-£àã¯¯®© �(Rn).�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.12. �à¨¥â¨à®¢ ë¬ £« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬  §ë¢ ¥âáï å ãá¤®àä®¢® â®¯®-«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® á® áç¥â®© ¡ §®©,   ª®â®à®¬ ä¨ªá¨à®¢  ¯®«ë©  â« á, á®¢¬¥áâ¨¬ë© á¯á¥¢¤®£àã¯¯®© �0(Rn).�à¨¥â¨àã¥¬ ï £« ¤ª ï áâàãªâãà  ¬®£®®¡à §¨ï ®¤®§ ç® ¯®à®�¤ ¥â £« ¤ªãî áâàãªâãàã ¬®-£®®¡à §¨ï. �® ¥ ª �¤ ï £« ¤ª ï áâàãªâãà  ¯®«ãç ¥âáï â ª¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ £« ¤ª ï áâàãªâãà ¬®£®®¡à §¨ï ¯®«ãç¥  ¨§ ®à¨¥â¨à®¢ ®© £« ¤ª®© áâàãªâãàë, â® ®   §ë¢ ¥âáï ®à¨¥â¨àã¥¬®©.� ¤ ç  1.4. �®ª �¨â¥, çâ® ®à¨¥â¨àã¥¬®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¤®¯ãáª ¥â ¢ â®ç®áâ¨ ¤¢¥ ®à¨-¥â æ¨¨.�ª �¥¬, ª ª ¯®¬¥ïâì ®à¨¥â æ¨î ¬®£®®¡à §¨ï. Ǳãáâì á¥¬¥©áâ¢® «®ª «ìëå ª àâ (U�; '�) ®¯à¥-¤¥«ï¥â ®à¨¥â¨à®¢ ®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. �®£¤  á¥¬¥©áâ¢® ª àâ (U�;  �) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬®£®®¡à §¨¥ á¯à®â¨¢®¯®«®�®© ®à¨¥â æ¨¥©, ¥á«¨  � ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï '� á ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ (x1; x2; : : : ; xn) !(�x1; x2; : : : ; xn) ¢ Rn.1.3 Ǳà¨¬¥àë £« ¤ª¨å áâàãªâãà1. �áïª®¥ ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¥á¥â ª ®¨ç¥áªãî £« ¤ªãî áâàãªâãàã â®© �¥ à §-¬¥à®áâ¨.Ǳãáâì V - n-¬¥à®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¡ §¨á íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ (e1; : : : ; en). � ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì ®â®¡à �¥¨¥ r : V ! Rn á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ª �¤®¬ã ¢¥ªâ®àãx 2 V ¯®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥£®  ¡®à ª®®à¤¨ â (x1; : : : ; xn) ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨á¥. �ç¥¢¨¤®, íâ® ¡¨¥ª-æ¨ï. �¥á¥¬ ¢ V â®¯®«®£¨î, ¯®âà¥¡®¢ ¢, çâ®¡ë r ¡ë«® £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬. � ç¥ £®¢®àï, ¯®¤¬®�¥áâ¢®U � V  §®¢¥¬ ®âªàëâë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  r(U) � Rn - ®âªàëâ®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯ à (V; r) ï«¢«ï¥âáï «®ª «ì®© ª àâ®© ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®à®�¤ ¥â £« ¤ªãî áâàãªâãàã.�á«¨ ¬ë ¢®§ì¬¥¬ ¤àã£®© ¡ §¨á, â® ¢ á¨«ã «¨¥©®áâ¨ ä®à¬ã« ¯¥à¥å®¤  ®â ®¤®£® ¡ §¨á  ª ¤àã£®¬ã,ª àâ  ¯®à®�¤ ¥¬ ï íâ¨¬ ¡ §¨á®¬ ¡ã¤¥â £« ¤ª® á¢ï§   á ª àâ®© (V; r) (¤®ª �¨â¥ á ¬®áâ®ïâ¥«ì®).� ç¨â, ¯®à®�¤ ¥¬ë¥ ¨¬¨ £« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë á®¢¯ ¤ îâ.Ǳ®«ãç¥ ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ £« ¤ª ï áâàãªâãà    ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ V  §ë¢ ¥âáï ª ®¨-ç¥áª®© £« ¤ª®© áâàãªâãà®© «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  V .2. �áïª®¥ n-¬¥à®¥  ää¨®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¥á¥â ª ®¨ç¥áªãî £« ¤ªãî áâàãªâãàã â®© �¥ à §-¬¥à®áâ¨.�« ¤ª ï áâàãªâãà  áâà®¨âáï ª ª ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ á«ãç ¥, â®«ìª® ¢¬¥áâ® ¡ §¨á  ¡¥à¥âáï à¥¯¥à.3. �áïª®¥ n-¬¥à®¥ ª®¬¯«¥ªá®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® W ¥á¥â ª ®¨ç¥áªãî 2n- ¬¥àãî £« ¤-ªãî áâàãªâãàã. (�ª § ¨¥: ¥á«¨ (e1; � � � ; en) - ¡ §¨á W ª ª ª®¬¯«¥ªá®£® ¯à®áâà áâ¢ , â®(e1; : : : ; en;p�1e1; : : : ;p�1en) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¥£® ®¢¥é¥áâ¢«¥¨ï. � ®¨ç¥áª ï £« ¤ª ï áâàãªâãà íâ®£® ¢¥é¥áâ¢¥®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢   §ë¢ ¥âáï ª ®¨ç¥áª®© £« ¤ª®© áâàãªâãà®© ª®¬¯«¥ªá-®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ .1.4 �«£¥¡à  £« ¤ª¨å äãªæ¨© £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï�¡®§ ç¨¬ F(M) { ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å äãªæ¨©   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.13. Ǳãáâì Mn { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. �â®¡à �¥¨¥ f : M ! R  §ë¢ ¥âáï£« ¤ª®© äãªæ¨¥©   M , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 M áãé¥áâ¢ã¥â «®ª «ì ï ª àâ  (U; '), á®¤¥à� é ïâ®çªã p, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ f Æ '�1 : '(U)! R ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå¯à®áâà áâ¢.� ¤ ®© ª àâ¥ äãªæ¨ï f Æ '�1   «¨â¨ç¥áª¨ § ¤ ¥âáï ãà ¢¥¨¥¬ ¢¨¤  y = f(x1; : : : ; xn). �®-¯ãáª ï ¥ª®â®àãî ¢®«ì®áâì, ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® íâ¨¬ ãà ¢¥¨¥¬ § ¤ ¥âáï äãªæ¨ï3



f . �¡®§ ç¨¬ ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å £« ¤ª¨å äãªæ¨©   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ Mn ç¥à¥§ C1(M).Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.1. �®�¥áâ¢® C1(M) ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥®© áâàãªâãà®©  áá®æ¨ â¨¢®©, ª®¬-¬ãâ â¨¢®©  «£¥¡àë á 1, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡¥áª®¥ç®¬¥à®©.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬¨¬, çâ®  «£¥¡à  { íâ® «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ª®â®à®¬ § ¤   ®¯¥à æ¨ïã¬®�¥¨ï ¥¥ í«¥¬¥â®¢ x � y, ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢ ¬¨ x � (y + z) = x � y + x � z, (x+ y) � z = x � z + y � z.Ǳãáâì f; g 2 C1(M), � 2 R. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ f + g : Mn ! R ä®à¬ã«®© (f + g)(p) =f(p) + g(p), p 2 M . �ç¥¢¨¤®, íâ® £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥, â ª ª ª ¢ «®ª «ì®© ª àâ¥ § ¤ ¥âáï áã¬¬®©£« ¤ª¨å äãªæ¨©.� «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®â®¡à �¥¨¥ �f : Mn ! R ä®à¬ã«®© (�f)(p) = �f(p). �ç¥¢¨¤®, çâ®�f 2 C1(M).� ¤ ç  1.5. Ǳà®¢¥àìâ¥, çâ® ¢¢¥¤¥ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬ 8  ªá¨®¬ ¬ «¨¥©®£® ¯à®-áâà áâ¢ .� ª®¥æ, ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ fg :Mn ! R ä®à¬ã«®© (fg)(p) = f(p)g(p).� ¤ ç  1.6. �®ª �¨â¥, çâ® ¢ë¯®«ïîâáï  ªá¨®¬ë ª®¬¬ãâ â¨¢®©,  áá®æ¨ â¨¢®©  «£¥¡àë á 1. �ª ç¥áâ¢¥ 1 ¢ëáâã¯ ¥â äãªæ¨ï, áâ ¢ïé ï «î¡®© â®çª¥ p ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ç¨á«® 1. 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.2. �«¥¬¥âë  «£¥¡àë C1(M) ®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:(F1) Ǳãáâì äãªæ¨¨ '1; : : : ; 'rC1(M), � { £« ¤ª ï äãªæ¨ï   Rr. �®£¤  �('1; : : : ; 'r) 2 C1(M), â®¥áâì £« ¤ª ï äãªæ¨ï   M .(F3) Ǳãáâì f 2 F(M) { ¯à®¨§¢®«ì ï äãªæ¨ï   M , â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 M áãé¥áâ¢ã¥â£« ¤ª ï äãªæ¨ï g 2 C1(M), áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ®áâì Up â®çª¨ p ¨ áã�¥¨ï äãªæ¨©f ¨ g   íâã ®ªà¥áâ®áâì á®¢¯ ¤ îâ, â® ¥áâì g ��Up = f ��Up . �®£¤  f 2 C1(M), â® ¥áâì £« ¤ª ïäãªæ¨ï   M .(F3) �«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 M áãé¥áâ¢ã¥â  ¡®à £« ¤ª¨å äãªæ¨© '1; : : : ; 'n 2 C1(M) ¨ áãé¥áâ¢ã¥â£®¬¥®¬®àä¨§¬ q! ('1(q); : : : ; 'n(q)), q 2 Up ®¡« áâ¨ Up   ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®�¥áâ¢® ¯à®áâà áâ¢ Rn. Ǳà¨ íâ®¬ ®ªà¥áâ®áâì Up ¨ äãªæ¨¨ '1; : : : ; 'n ¬®�® ¢ë¡à âì â ª, çâ® ¤«ï ª �¤®© £« ¤ª®©äãªæ¨¨ f 2 C1(M) ¥¥ áã�¥¨¥ f ��Up ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ f ��Up = �('1; : : : ; 'n), £¤¥ � { £« ¤ª ïäãªæ¨ï   Rn.�®ª § â¥«ìáâ¢®. *(F1) �¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã p 2 M . � ª ª ª äãªæ¨¨ '1; : : : ; 'r { £« ¤ª¨¥, â® ¤«ï ª �¤®©äãªæ¨¨ áãé¥áâ¢ã¥â «®ª «ì ï ª àâ  (Ui;  i), i = 1; : : : ; r, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ 'i Æ �1i ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬®â®¡à �¥¨¥¬ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢.� áá¬®âà¨¬ ¬®�¥áâ¢® U = Tri=1 Ui. �â® ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®, á®¤¥à� é¥¥ â®çªã p. � áá¬®âà¨¬®â®¡à �¥¨¥  =  i jU . �â® £®¬¥®¬®àä¨§¬. �®£¤  ¯ à  (U; ) ï¢«ï¥âáï «®ª «ì®© ª àâ®©   M .�¬¥¥¬ �('1; : : : ; 'r) Æ  �1 = �('1 Æ �1; : : : ; 'r Æ  �1) { £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå¯à®áâà áâ¢, â® ¥áâì ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î �('1; : : : ; 'r) { £« ¤ª ï äãªæ¨ï   ¬®£®®¡à §¨¨ M .(F2) � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã p 2 M . Ǳ® ãá«®¢¨î áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâì Up â®çª¨ p¨ £« ¤ª ï   M äãªæ¨ï g, â ª ï çâ® g ��Up = f ��Up . � ª ª ª äãªæ¨ï g { £« ¤ª ï, â® áãé¥áâ¢ã¥â«®ª «ì ï ª àâ  (U; ), á®¤¥à� é ï â®çªã p, ¨ ®â®¡à �¥¨¥ g Æ  �1 ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâ à áâ¢. � áá¬®âà¨¬ ¯ àã (U \ Up;  U\Up). �â® «®ª «ì ï ª àâ    M ,á®¤¥à� é ï â®çªã p ¨ â ª ï, çâ® f Æ ( U\Up)�1 = f ��Up Æ ( U\Up)�1 = g ��Up Æ ( U\Up)�1 { £« ¤ª®¥®â®¡à �¥¨¥ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢. Ǳ®«ãç ¥¬ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î f { £« ¤ª ï äãªæ¨ï  ¬®£®®¡à §¨¨ M .(F3) Ǳãáâì (U; ') { «®ª «ì ï ª àâ  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p 2 M á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn). �¬¥¥¬'(q) = (x1 Æ'(q); : : : ; xn Æ'(q)); q 2 UǱãáâì S � '(U) { ª®¬¯ ªâ ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ '(p).� ¬¥ç ¨¥. � ¯®¬¨¬, çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®  §ë¢ ¥âáï ª®¬¯ ªâë¬, ¥á«¨ «î¡®¥ ¥£®®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ á®¤¥à�¨â ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥. �®¬¯ ªâ®¥ å ãá¤®àä®¢® ¯à®áâà áâ¢®  §ë-¢ ¥âáï ª®¬¯ ªâ®¬. Ǳ®¤¬®�¥áâ¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢   §ë¢ ¥âáï ª®¬¯ ªâë¬, ¥á«¨ ®®ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ¢ ¨¤ãæ¨à®¢ ®© â®¯®«®£¨¨. �®¬¯ ªâ®¥ ¯®¤-¬®�¥áâ¢® å ãá¤®àä®¢  ¯à®áâà áâ¢  § ¬ªãâ®. 24



Ǳà®¤®«�¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. �§ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© â®¯®«®£¨¨ ¨§¢¥áâ®, çâ®9 2 C1(Rn) :  jS � 1 ¨  ���Rnn'(U) � 0Ǳ®«®�¨¬ Vp = '�1(IntS), £¤¥ IntS ®¡®§ ç ¥â ¬®�¥áâ¢® ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ª®¬¯ ªâ  S. Ǳ®«®�¨¬â ª�¥ 'k(q) = (  ((x1 Æ '(q); : : : ; xn Æ '(q)); q 2 U0; q 62 U�®£¤   ¡®à (Vp; '1; : : : ; 'n) ®¡« ¤ ¥â âà¥¡ã¥¬ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ®â®¡à �¥¨¥ q !('1(q); : : : ; 'n(q)), áã�¥®¥   Vp á®¢¯ ¤ ¥â á ' ¨, § ç¨â, ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬. � «¥¥, ¯ãáâìf 2 C1(M). �®£¤  � = f Æ '�1 { £« ¤ª ï äãªæ¨ï ¢ ®¡« áâ¨ '(Vp). �¬¥¥¬f(q) = f Æ ' Æ '�1(q) = f Æ '�1('1(q); : : : ; 'n(q)) = �('1(q); : : : ; 'n(q)), q 2 Vp. 2�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á¢®©áâ¢  (F1) { (F3) ï¢«ïîâáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ £« ¤ª®© áâàãª-âãàë. �®ç¥¥, á¯à ¢¥¤«¨¢ �¥®à¥¬  1.1. Ǳãáâì M { å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, n {  âãà «ì®¥ ç¨á«®.Ǳãáâì F � F(M) { ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë ¢á¥å äãªæ¨©   M , í«¥¬¥âë ª®â®à®© ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢ ¬¨(F1) { (F3), ¢ ª®â®àëå à®«ì C1(M) ¨£à ¥â F . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â, ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï, £« ¤ª ïáâàãªâãà   M , ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®©M ï¢«ï¥âáï n - ¬¥àë¬ £« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬,   F á®¢¯ ¤ ¥âá  «£¥¡à®© C1(M).�®ª § â¥«ìáâ¢®. *Ǳãáâì p 2 M . �®£« á® (F3), áãé¥áâ¢ã¥â  ¡®à ®¡ê¥ªâ®¢ (Up; '1; : : : ; 'n), ®¡« ¤ îé¨© á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. Ǳ®áª®«ìªã íâ® ¯®áâà®¥¨¥ ¢®§¬®�® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 M , § ª«îç ¥¬, çâ®M = Sp2M Up, â® ¥áâì ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï ¢ë¯®«¥®. � «¥¥, ®â®¡à -�¥¨¥ ' = ('1; : : : ; 'n) { £®¬¥®¬®àä¨§¬. Ǳãáâì  = ( 1; : : : ;  n) { ¤àã£®© â ª®© £®¬¥®¬®àä¨§¬, â® ¥áâì i { £« ¤ª¨¥ äãªæ¨¨   M . �®£« á® (F3),  i = �i('1; : : : ; 'n), �i 2 C1(M), i = 1; : : : ; n. �âáî¤ ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®  Æ '�1 = (�1('); : : : ; �n(')) Æ '�1 { £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®-áâà áâ¢ (ª àâë £« ¤ª® á¢ï§ ë), â® ¥áâì ¢â®à®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï â®�¥¢ë¯®«¥®.� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨áâ¥¬  f(Up; ')g jp2M ®¡à §ã¥â  â« á   ¬®£®®¡à §¨¨ M , ª®â®àë© ®¤®§ ç®¤®¯®«ï¥âáï ¤® £« ¤ª®© áâàãªâãàë.Ǳãáâì f 2 F . �®£« á® (F3) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 M áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâì Up ¨  ¡®à ' =('1; : : : ; 'n), 'i 2 F â ª®©, çâ® f ��Up = �('1; : : : ; 'n) = �('), � 2 C1(Rn). �®£¤  f Æ '�1 : '(Up)! R¥áâì £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ � ®¡« áâ¨ '(Up) ¨§ Rn   R. Ǳ® ®¯à¥¤¥«¥¨î íâ® ®§ ç ¥â, çâ® f { £« ¤ª ï®â®á¨â¥«ì® ¯®áâà®¥®© £« ¤ª®© áâàãªâãàë äãªæ¨ï, â® ¥áâì f 2 C1(M). �¡à â®, ¯ãáâì f {£« ¤ª ï ®â®á¨â¥«ì® ¯®áâà®¥®© £« ¤ª®© áâàãªâãàë äãªæ¨ï, p 2 M , (Up; ') { ¯®áâà®¥ ï ¢ëè¥ª àâ . �®£¤  äãªæ¨ï � = f Æ '�1 { £« ¤ª ï äãªæ¨ï   Rn. �¬¥¥¬ f ��Up = �('1; : : : ; 'n) ��Up . �®á®£« á® (F1), �('1; : : : ; 'n) 2 F . �®£« á® (F2), f 2 F . �«¥¤®¢ â¥«ì®, F = C1(M).�áâ ¥âáï ¤®ª § âì ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¯®áâà®¥®© £« ¤ª®© áâàãªâãàë. Ǳãáâì f(U�;  �)g { ¤àã£ ï£« ¤ª ï áâàãªâãà    M , ª« áá £« ¤ª¨å äãªæ¨© ª®â®à®© á®¢¯ ¤ ¥â á F . Ǳãáâì (U�; '�) { «®ª «ì ïª àâ  ¯¥à¢®© áâàãªâãàë, (U�;  �) { «®ª «ì ï ª àâ  ¢â®à®© áâàãªâãàë. �®£¤  ¢ ®¡« áâ¨ '�(U�\U�)¨¬¥¥¬ f Æ '�1� = (f Æ  �1� ) Æ ( � Æ '�1� ); f 2 F (1)�® ¨§ à ¢¥áâ¢  F = C1(M) á«¥¤ã¥â, çâ®8f 2 F ) f Æ '�1� 2 C1(M); f Æ  �1� 2 C1(M)�® â®£¤  ¨§ (1) ¢ëâ¥ª ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ®â®¡à �¥¨¥  �Æ'�1� £« ¤ª®¥, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª àâë ¯¥à¢®©¨ ¢â®à®© £« ¤ª¨å áâàãªâãà £« ¤ª® á¢ï§ ë, â® ¥áâì íâ¨ áâàãªâãàë á®¢¯ ¤ îâ. 2�¥§î¬¨àãï á®¤¥à� ¨¥ íâ®£® ¯ãªâ , § ª«îç ¥¬, çâ® § ¤ ¨¥ £« ¤ª®© áâàãªâãàë   å ãá¤®àä®-¢®¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥M à ¢®á¨«ì® § ¤ ¨î   ¥¬  «£¥¡àëF = C1(M) ¢¥é¥áâ¢¥ëåäãªæ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ (F1) { (F3). � ç áâ®áâ¨,  «£¥¡à  C1(M) á®¤¥à�¨â ¢áî ¨ä®à-¬ æ¨î ® £« ¤ª®© áâàãªâãà¥   M , â® ¥áâì ® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï.5



1.5 �¥ªâ®àë¥ ¯®«ï   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨Ǳãáâì A { ¥ª®â®à ï  «£¥¡à   ¤ ¯®«¥¬ F .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.14. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à X : A! A  §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬  «£¥¡àë A,¥á«¨ X(f � g) = X(f) � g + f �X(g), f; g 2 A.�¡®§ ç¨¬ á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨©  «£¥¡àë A ç¥à¥§ Diff(A).� ¤ ç  1.7. �®ª �¨â¥, çâ® á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨© Diff(A)  «£¥¡àë A ¡ã¤¥â¬®¤ã«¥¬  ¤ ª®«ìæ®¬ A á ®¯¥à æ¨ï¬ (̈X + Y )(f) = X(f) + Y (f)(gX)(f) = g �X(f)X;Y 2 Diff(A); f; g 2 A.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.15. (�« ¤ª¨¬) ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M  §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§-¢®«ì®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥  «£¥¡àë £« ¤ª¨å äãªæ¨© C1(M) ¬®£®®¡à §¨ï M . �¡®§ ç¨¬ C1(M)- ¬®¤ã«ì Diff(M) ç¥à¥§ X (M) ¨  §®¢¥¬ ¬®¤ã«¥¬ £« ¤ª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©   ¬®£®®¡à §¨¨ M .� ¯®¬¨¬, çâ® ¨§ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© â®¯®«®£¨¨ ¨§¢¥áâ®�¥¬¬  1.1. Ǳãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, C � V , £¤¥ V { ª®¬¯ ªâ, V � M { ®âªàëâ®¥¯®¤¬®�¥áâ¢®. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥®âà¨æ â¥«ì ï äãªæ¨ï  2 C1(M), â ª ï, çâ®1) jC � 1; 2) supp � V£¤¥ supp { ®á¨â¥«ì äãªæ¨¨  , â® ¥áâì ¬®�¥áâ¢® â®ç¥ª ¬®£®®¡à §¨ï M , ¢ ª®â®àëå äãªæ¨ï  ®â«¨ç  ®â ã«ï. 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.3. ǱãáâìM { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, X { ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥  M . �®£¤ X(onst) =0. �¤¥áì ¯®¤ onst ¯®¨¬ ¥âáï äãªæ¨ï, áâ ¢ïé ï ª �¤®© â®çª¥ ¬®£®®¡à §¨ï ®¤® ¨ â®�¥ ¢¥é¥áâ¢¥-®¥ ç¨á«®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥�¤¥ ¢á¥£®,X(1) = X(1 � 1) = 1 �X(1) +X(1) � 1 = 2X(1)®âªã¤  X(1) = 0. � «¥¥, ¥á«¨  = onst, â®, ¨á¯®«ì§ãï «¨¥©®áâì ®â®¡à �¥¨ï X, ¯®«ãç¨¬ X() =X( � 1) = X(1) = 0. 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.4. Ǳãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, U � M { ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥,f 2 C1(M) : f jU = 0. �®£¤  8X 2 X (M)) X(f jU ) = 0�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì p 2 U { ¯à®¨§¢®«ì ï â®çª . Ǳ® «¥¬¬¥ 1.59g 2 C1(M) (g = 1�  ) : g(p) = 0; g ���MnU = 1�ç¥¢¨¤®, f � g = f . �«¥¤®¢ â¥«ì®, X(f) = X(f � g) = X(f) � g + f �X(g). � ç áâ®áâ¨, X(f)(p) =X(f)(p)g(p)+ f(p)X(g)(p) = 0. � á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ ¢ë¡®à  p 2 U ¯®«ãç¨¬ f jU = 0 2�«¥¤áâ¢¨¥. (Ǳ¥à¢ë© ¯à¨æ¨¯ «®ª «¨§ æ¨¨)�áïª®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X 2 X (M) ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ¨¤ãæ¨àã¥â ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ~X 2 X (U)  «î¡®¬ ®âªàëâ®¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¨ U � M .�®ª § â¥«ìáâ¢®. *Ǳãáâì p 2 U { ¯à®¨§¢®«ì ï â®çª . �¨ªá¨àã¥¬ äãªæ¨î f 2 C1(U). Ǳãáâì C { ª®¬¯ ªâ ï ®ªà¥áâ-®áâì â®çª¨ p ¢ U (â® ¥áâì p { ¢ãâà¥ïï â®çª  ª®¬¯ ªâ  C). Ǳ® «¥¬¬¥ 1.59� 2 C1(M) : � jC � 1; supp� � U�¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î ~f 2 C1(M), ¯®«®�¨¢~f(q) = ( �(q)f(q); q 2 U0; q 62 U� ç áâ®áâ¨, ~f jC = f jC . �¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î ~X(f)   U ãá«®¢¨¥¬( ~X(f)) jC = (X( ~f)) jC6



�â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®àà¥ªâ®, ¢®-¯¥à¢ëå, ¢ á¬ëá«¥ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢ë¡®à  äãªæ¨¨ ~f ¨, ¢®-¢â®àëå, ¢á¬ëá«¥ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢ë¡®à  â®çª¨ p 2 U ¨ ¥¥ ª®¬¯ ªâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨. �®ª �¥¬ íâ®.1) Ǳãáâì f̂ { ¤àã£ ï £« ¤ª ï äãªæ¨ï   M , áã�¥¨¥ ª®â®à®©   C á®¢¯ ¤ ¥â á äãªæ¨¥© f jC , â® ¥áâìf̂ jC = ~f jC . � á¨«ã ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¥¤«®�¥¨ï Xf̂ = X ~f   ¬®�¥áâ¢¥ ¢ãâà¥¨å â®ç¥ª ª®¬¯ ªâ  C.2) Ǳãáâì m 2 U { ¤àã£ ï â®çª  ¨ K { ¥¥ ª®¬¯ ªâ ï ®ªà¥áâ®áâì, C \K 6= ;.9 � 2 C1(M) : � jK � 1; supp� � U�¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î h 2 C1(M), ¯®«®�¨¢h(q) = ( �(q)f(q); q 2 U0; q 62 U� ç áâ®áâ¨, h jK = f jK . �®ª �¥¬, çâ® ¢® ¢ãâà¥¨å â®çª å ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ¨å ª®¬¯ ªâëå ®ªà¥áâ-®áâ¥© ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®¤ã ¨ âã �¥ äãªæ¨î ~Xf . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, h jC\K = f jC\K = ~f jC\K . �®£¤  ¯®¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã ¯à¥¤«®�¥¨î (X ~f) jC\K = (Xh) jC\K . � ç¨â,  è¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®àà¥ªâ®.�ãªæ¨ï ~Xf £« ¤ª ï ¢ á¨«ã (F2) (¥¥ áã�¥¨¥   ¥ª®â®àãî ®ªà¥áâ®áâì ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¨ p 2 Uá®¢¯ ¤ ¥â á äãªæ¨¥© X ~f 2 C1(M)).� ¤ ç  1.8. �®ª �¨â¥, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ ~X : f ! ~Xf ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬  «£¥¡àëC1(U), â® ¥áâì ~X 2 X (U). 2� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢áïª®¬ã ¢¥ªâ®à®¬ã ¯®«î X 2 X (M) ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à-®¥ ¯®«¥   «î¡®¬ ®âªàëâ®¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¨ U �M ,  §ë¢ ¥¬®¥ ®£à ¨ç¥¨¥¬, ¨«¨ áã�¥¨¥¬, ¨«¨«®ª «¨§ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X   U ¨ ®¡®§ ç ¥¬®¥ X jU .� ¤ ç  1.9. �®ª �¨â¥, çâ® íâ® á®¯®áâ ¢«¥¨¥ ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬R-«¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢X (M) ¨ X (U).� ¬¥â¨¬, çâ® ®¡à â®¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ¢¥à®: ¥ ¢áïª®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X 2 X (U) ¬®�® à á-á¬ âà¨¢ âì ª ª «®ª «¨§ æ¨î ¥ª®â®à®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y 2 X (M)   U . �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®á«¥¤ãîé¥¥Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.5. (�â®à®© ¯à¨æ¨¯ «®ª «¨§ æ¨¨)Ǳãáâì U � M { ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ïM , X { ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥   U . �®£¤ 8p 2 U 9Y 2 X (M) 9Vp � U : X ��Vp = Y ��Vp£¤¥ Vp { ¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ p.�®ª § â¥«ìáâ¢®. *Ǳãáâì �Vp { ª®¬¯ ªâ ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ p, á®¤¥à� é ïáï ¢ U . �¡®§ ç¨¬ Vp ¬®�¥áâ¢® ¢ãâà¥¨åâ®ç¥ª ª®¬¯ ªâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ �Vp. � ª ¨§¢¥áâ® ¨§ â®¯®«®£¨¨, íâ® ¬®�¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬.Ǳ® «¥¬¬¥ 1.5 9 2 C1(M) :  ����Vp � 1; supp � UǱãáâì f 2 C1(M). �¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î Y f ä®à¬ã«®©Y f(q) = (  (q)(X(f jU ))(q); q 2 U0; q 62 U� ¤ ç  1.10. �®ª �¨â¥, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ f ! Y f ï«¢ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬   ¬®£®®¡à §¨¨M .� ¤ ç  1.11. �®ª �¨â¥, çâ® Y ��Vp = X ��Vp . 2Ǳãáâì (U;') { «®ª «ì ï ª àâ  á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn)   ¬®£®®¡à §¨¨ M , X 2 X (U), f 2C1(U). �¨ªá¨àã¥¬ â®çªã p 2 U . Ǳãáâì '(p) = (a1; : : : ; an) 2Rn {  ¡®à ¥¥ ª®®à¤¨ â ¢ ¤ ®© ª àâ¥.Ǳãáâì q 2 U ('(q) = (x1; : : : ; xn)) { ¯à®¨§¢®«ì ï â®çª , â ª ï, çâ® ®âà¥§®ª ['(p); '(q)℄ ¢å®¤¨â ¢ '(U).Ǳ®áâà®¨¬ äãªæ¨î �   ®âà¥§ª¥ [0;1℄:�(t) = f�(t'(q) + (1� t)'(p)) = f�(a1 + t(x1� a1); : : : ; an + t(xn� an))£¤¥ f� = f Æ '�1 : '(U)! R. �â  äãªæ¨ï £« ¤ª ï, ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï â ª®¢ëå. �¬¥¥¬�(1)� �(0) = R 10 �0(t)dt =R 10 ddt �f�(a1 + t(x1� a1); : : : ; an + t(xn � an))� dt = 7



= Pni=1(xi� ai) R10 f�i (a1 + t(x1� a1); : : : ; an+ t(xn� an))dt£¤¥ f�i (u1; : : : ; un) = �f��ui (u1; : : : ; un).� ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï äãªæ¨¨ � íâ® á®®â®è¥¨¥ ¬®�® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥f�(x1; : : : ; xn) = f�(a1; : : : ; an) + nXi=1(xi� ai)g�i (x1; : : : ; xn)£¤¥ g�i (x1; : : : ; xn) = R 10 f�i (a1 + t(x1� a1); : : : ; an+ t(xn� an))dt ¨«¨f(q) = f(p) + nXi=1 �xi Æ '(q)� xi Æ '(p)�gi(q)£¤¥ gi = g�i Æ '.Ǳà¨¬¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ íâ®£® â®�¤¥áâ¢  ®¯¥à â®à X. �ç¨âë¢ ï, çâ®, ¤¥©áâ¢ãï íâ¨¬ ®¯¥à â®à®¬  ª®áâ âë, ¬ë ¯®«ãç¨¬ 0, ¨¬¥¥¬(Xf)(q) = 0 + nXi=1X(xi Æ ')(q)gi(q) + nXi=1(xi Æ '(q)� xi Æ'(p)(Xgi)(q)� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ q = p, â®�¤¥áâ¢® ¯à¨¬¥â ¢¨¤(Xf)(p) = nXi=1X(xi Æ ')(p)gi(p)Ǳ®áª®«ìªã gi(p) = g�i (a1; : : : ; an) = f�i (a1; : : : ; an) R 10 dt = f�i (a1; : : : ; an), i = 1; : : : ; n,â® (Xf)(p) = Pni=1X(xi Æ ')(p) ��xi ���'(p) f Æ '�1. �«ï ªà âª®áâ¨ ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥��xi jp f = ��xi ���'(p) f Æ'�1�®£¤  ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«  ¢ ¢ë¡®à¥ â®çª¨ p 2 U , ¯à¥¤ë¤ãé¥¥ â®�¤¥áâ¢® ¯¥à¥¯¨è¥âáï ¢ ¢¨¤¥Xf = nXi=1X(xi Æ') �f�xi  ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«  ¢ ¢ë¡®à¥ äãªæ¨¨ f 2 C1(U)X = nXi=1X(xi Æ ') ��xi�à®¬¥ â®£®, ¯à¨¬¥ïï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ��x1 ; : : : ; ��xn ª ª®®à¤¨ âë¬ äãªæ¨ï¬ x1; : : : ; xn «¥£ª®ã¡¥¤¨âìáï ¢ «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ íâ¨å ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨©.� ¤ ç  1.12. �®ª �¨â¥.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¬®¤ã«ï X (U),  §ë¢ ¥¬ë©  âãà «ìë¬ ¡ §¨á®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬,¬ë ¤®ª § «¨ á«¥¤ãîé¥¥Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.6. Ǳãáâì (U; ') { «®ª «ì ï ª àâ    £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M á ª®®à¤¨ â ¬¨(x1; : : : ; xn). �®£¤  ¬®¤ã«ì X (U) ¥áâì á¢®¡®¤ë© ¬®¤ã«ì á ®¡à §ãîé¨¬¨ n ��x1 ; : : : ; ��xno. � ç áâ®áâ¨,8X 2 X (M)) X jU = nXi=1X jU (xi Æ') ��xi1.6 �ä¨¨â §¨¬ «ìë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.16. �ä¨¨â §¨¬ «ìë¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ (ª®à®ç¥, i-¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬)  «-£¥¡àë C1(M) ¢ â®çª¥ p 2M  §ë¢ ¥âáï R-«¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥ Æ : C1(M)! R, â ª®¥, çâ®Æ(f � g) = Æ(f) � g(p) + f(p) � Æ(g); f; g 2 C1(M)8



� ¤ ç  1.13. �®ª �¨â¥, çâ® Æ(onst) = 0, £¤¥ ¯®¤ onst ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ ¯®áâ®ïãî äãªæ¨î,ª®â®à ï ª �¤®© â®çª¥ p 2 M áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ®¤® ¨ â®�¥ ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«®.�áïª®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X 2 X (M) ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ¯®à®�¤ ¥â i-¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ Xp ¢ ª �¤®©â®çª¥ p 2 M ,  §ë¢ ¥âáï § ç¥¨¥¬ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X ¢ â®çª¥ p. �¬¥®, ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à �¥¨¥Xp : C1(M)! R ä®à¬ã«®© Xp(f) = X(f)(p).� ¤ ç  1.14. �®ª �¨â¥, çâ® íâ® i-¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥.�¡à â®, á¯à ¢¥¤«¨¢ �¥®à¥¬  1.2. Ǳãáâì Æ : C1(M)! R { i-¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M ¢ â®çª¥p 2 M . �®£¤  9X 2 X (M) : Æ = XpǱà¥�¤¥, ç¥¬ ¯à¨áâã¯¨âì ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã íâ®© â¥®à¥¬ë, ¤®ª �¥¬�¥®à¥¬  1.3. �®¢®ªã¯®áâì �p(M) ¢á¥å i-¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨©   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M ¢ â®ç-ª¥ p 2 M ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥®© áâàãªâãà®© n-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ , £¤¥ n { à §¬¥à®áâì¬®£®®¡à §¨ï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨¨ á«®�¥¨ï ¨ ã¬®�¥¨ï   ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â®¢¨§ �p(M) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ �; � 2 �p(M), � 2 R â®(� + �)(f) = �(f) + �(f); (��)(f) = � � �(f); f 2 C1(M)� ¤ ç  1.15. �®ª �¨â¥, çâ® ¢á¥  ªá¨®¬ë R-«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«ïîâáï.�®ª �¥¬, çâ® íâ® ¯à®áâà áâ¢® ª®¥ç®¬¥à® ¨ ¥£® à §¬¥à®áâì à ¢  n.Ǳãáâì (U;') { «®ª «ì ï ª àâ  á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p, â® ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï� ��x1 ; : : : ; ��xn� � X (U)®¯à¥¤¥«ïîâ i-¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï n ��x1 jp ; : : : ; ��xn jpo ¢ â®çª¥ p.� ¤ ç  1.16. �®ª �¨â¥, çâ® íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¨ä¨¨â §¨¬ «ìë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï.�®ª �¥¬, çâ® «î¡®¥ ¨ä¨¨â §¨¬ «ì®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨- æ¨¨ ¤ ëå ¨ä¨¨â §¨¬ «ìëå ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨©.�®£« á® à ááã�¤¥¨ï¬, ¯à®¢¥¤¥ë¬ ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨  âãà «ì®£® ¡ §¨á , ¨¬¥¥¬8f 2 C1(M)) f(q) = f(p) + nXi=1 �xi Æ '(q)� xi Æ'(p)� gi(q); q 2 UǱà¨¬¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ â®�¤¥áâ¢  ®¯¥à â®à Æ 2 �p(M):Æf = 0 + nXi=1 Æ(xi Æ ')gi(p) = nXi=1 Æi ��x1 jp f£¤¥ Æi = Æ(xi Æ '). �âáî¤  ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«  ¢ ¢ë¡®à¥ f 2 C1(M)  å®¤¨¬, çâ® Æ = Æi ��x1 jp .� ¬ ®áâ «®áì ¤®ª § âì «¨¥©ãî ¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ n ��x1 jp ; : : : ; ��xn jpo. � áá¬®âà¨¬«¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î �i ��xi jp = 0 (¯® i ¨¤¥â áã¬¬¨à®¢ ¨¥). Ǳà¨¬¥¨¬ ®¯¥à â®à Æ = �i ��xi jp ªäãªæ¨¨ xj Æ ', £¤¥ j { ¯à®¨§¢®«ì®¥ ä¨ªá¨à®¢ ®¥ ç¨á«® ®â 1 ¤® n. Ǳ®«ãç¨¬0 = �i ��xi jp (xj Æ ') = �i ��xi ���'(p) xj = �iÆji = �j�â ª, ¢¥ªâ®àë n ��x1 jp ; : : : ; ��xn jpo «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢ �p(M).Ǳ¥à¥©¤¥¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1.6. �ë¡¥à¥¬ «®ª «ìãî ª àâã (U;') á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn)¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p. Ǳ®«®�¨¬ Æi = Æ(xi Æ ') ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ~X =Pni=1 Æi ��xi 2 X (U). �®£« á® ¢â®à®¬ã ¯à¨æ¨¯ã «®ª «¨§ æ¨¨ 9Vp 9X 2 X (M) â ª¨¥, çâ® X ��Vp = ~X ��Vp .�á«¨ f 2 C1(M), â®Xp(f) = X(f)(p) = ~X(f ��Vp )(p) = Pni=1 Æi ��xi jp f = Æf . � á¨«ã ¯à®¨§¢®«  ¢ ¢ë¡®à¥ äãªæ¨¨ f ¯®«ãç¨¬Xp = Æ. 2 9



1.7 � á â¥«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ¨ ª á â¥«ìë¥ ¯à®áâà áâ¢ �¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.17. ǱãáâìM { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, p 2M . (�« ¤ª¨¬) ¯ãâ¥¬ ¨«¨ (£« ¤ª®©) ªà¨¢®©á  ç «®¬ ¢ â®çª¥ p  §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥  : I ! M ¨â¥à¢ «  I � R, ¢ª«îç îé¥£® 0 2 R,â ª®¥, çâ® (0) = p.�á«¨ (U;') { «®ª «ì ï ª àâ    M á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn)  M , â® ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à �¥¨©� = ' Æ § ¤ ¥â £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ � : I ! '(U) ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢, ®¯à¥¤¥«¥®¥á¨áâ¥¬®© äãªæ¨© xi = xi Æ �(t); i = 1; : : : ; n = dimM�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.18. �¢  £« ¤ª¨å ¯ãâ¨ 1 ¨ 2 á  ç «®¬ ¢ â®çª¥ p 2 M  §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥â-ë¬¨ ¨ ®¡®§ ç îâáï 1 � 2, ¥á«¨� ¤ ç  1.17. �®ª �¨â¥, çâ® íâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì®© ª àâë.� ¤ ç  1.18. �®ª �¨â¥, çâ® ¢¢¥¤¥®¥ ®â®è¥¨¥ " � " ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.19. �« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î " � " £« ¤ª¨å ¯ãâ¥© á  ç «®¬ ¢ â®çª¥p 2 M  §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ìë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ¬®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ p.Ǳãáâì � = [(t)℄ { ª á â¥«ìë© ¢¥ªâ®à ª ¬®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ p. �ë¡¥à¥¬ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì(t) 2 [(t)℄. �¨á«  n ddt jt=0 x1 Æ �(t); : : : ; ddt jt=0 xn Æ �(t)o  §ë¢ îâáï ª®®à¤¨ â ¬¨ ª á â¥«ì®£®¢¥ªâ®à  ¢ ¤ ®© ª àâ¥.� ¤ ç  1.19. �®ª �¨â¥, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®àà¥ªâ®, â® ¥áâì ¤ ë©  ¡®à ç¨á¥« ¥ § ¢¨á¨â ®â¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ¨§ ª« áá  � = [(t)℄.�ë¢¥¤¥¬ á®®â®è¥¨ï ¤«ï ª®®à¤¨ â ¢¥ªâ®à  � ¢ ¤¢ãå à §«¨çëå «®ª «ìëå ª àâ å á ¯¥à¥á¥ª î-é¨¬¨áï ®¡« áâï¬¨. Ǳãáâì (�1; : : : ; �n) { ª®®à¤¨ âë ¢¥ªâ®à  � ¢ «®ª «ì®© ª àâ¥ (U;') á ª®®à¤¨ â ¬¨(x1; : : : ; xn),   (~�1; : : : ; ~�n) { ¥£® ª®®à¤¨ âë ¢ ª àâ¥ (V; ) á ª®®à¤¨ â ¬¨ (y1; : : : ; yn). �®£¤ ~�i = ddt jt=0 yi Æ �(t) = �yi�xj ���'(p) ddt jt=0 xj Æ �(t) = �yi�xj ���'(p) �j¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ~�i = �yi�xj ���'(p) �j (2)�¥®à¥¬  1.4. �®¢®ªã¯®áâì Tp(M) ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ª n-¬¥à®¬ã ¬®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥p 2 M ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥®© áâàãªâãà®© n-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ «®ª «ìãî ª àâã (U;') ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p ¨ ¯®áâà®¨¬ à¥-¯¥à®¥ ®â®¡à �¥¨¥ r' : Tp(M) ! Rn, á®¯®áâ ¢¨¢ ¢¥ªâ®àã � 2 Tp(M)  ¡®à ¥£® ª®®à¤¨ â ¢ ¤ ®©ª àâ¥. Ǳãáâì �; � 2 Tp(M), � 2 R. Ǳ®«®�¨¬� + � = r�1' (r'(�) + r'(�)) �� = r�1' (�r'(�))� ¤ ç  1.20. �®ª �¨â¥, çâ® íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ § ¤ îâ   ¬®�¥áâ¢¥ Tp(M) áâàãªâãàã «¨¥©®£®¯à®áâà áâ¢ .� ¤ ç  1.21. �®ª �¨â¥, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ r' ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨¥©ë© ¯à®áâà áâ¢Tp(M) ¨ Rn.� ç áâ®áâ¨, ¨§ íâ®£® á«¥¤ã¥â, çâ® dim Tp(M) = n.�®ª �¥¬, çâ® ®¯¥à æ¨ï á«®�¥¨ï ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª®«ì®© ª à-âë. �á«¨ (V;  ) { ¤àã£ ï ª àâ  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p ¨ � ~+� = r�1 (r (�) + r (�)). �®£¤  � ~+� =r�1 (r (�) + r (�)) == r�1 r' Æ r�1' �r' Æ r�1' r (�) + r' Æ r�1' r (�)�== ��1' Æ r�1' (r' Æ �' (�) + r' Æ�' (�)) = ��1' (�' (�) + �' (�)), £¤¥ �' = r�1' Æ r : Tp(M) ! Tp(M).� ª ª ª à¥¯¥à®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ (¤®ª �¨â¥!), ¯®«ãç ¥¬�' �� ~+�� = �' (�) + �' (�) = �' (� + eta). Ǳ®áª®«ìªã �' ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥© (ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï ¡¨¥ª-æ¨©), � ~+� = � + �, �; � 2 Tp(M). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à æ¨ï á«®�¥¨ï ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì®©ª àâë. � «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì ®¯¥à æ¨¨ ã¬®�¥¨ï   ç¨á«® ®¯¥à æ¨¨ ã¬®�¥¨ï  ç¨á«® (¤®ª �¨â¥!). 2� ¤ ç  1.22. �®ª �¨â¥ ¥§ ¢¨á¨¬®áâì ¢¢¥¤¥ëå ®¯¥à æ¨© ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì®© ª àâë, ¨á¯®«ì-§ãï ä®à¬ã«ã (2). 10



�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.20. �¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® Tp(M)  §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ª¬®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ p.� áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®àë fe01; : : : ; e0ng, £¤¥ e0i = r�1' "i, i = 1; : : : ; n, f"1; : : : ; "ng { áâ ¤ àâë© ¡ §¨á à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  Rn. �¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  Tp(M). �¥ªâ®àë e0i (i =1; : : : ; n) íâ®£® ¡ §¨á  ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ª« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¤«ï ª®®à¤¨ âëå «¨¨©, â® ¥áâì¯ãâ¥©, § ¤ ¢ ¥¬ëå ¢ ª àâ¥ (U;') ãà ¢¥¨ï¬¨ xj Æ �i (t) = tÆji . �â®â ¡ §¨á  §ë¢ ¥âáï  âãà «ìë¬¡ §¨á®¬ ª á â¥«ì®£® ¯à®áâà áâ¢  Tp(M).�¥®à¥¬  1.5. �¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢  Tp(M) ¨ �p(M) ª ®¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àäë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ «®ª «ìãî ª àâã (U;') á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn) ¢ ®ªà¥áâ®-áâ¨ â®çª¨ p 2 M ¨ ¯®áâà®¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ �' : Tp(M) ! �p(M), ¯®«®�¨¢ �'(�)(f) = �f�xi jp �i, £¤¥(�1; : : : ; �n) { ª®®à¤¨ âë ª á â¥«ì®£® ¢¥ªâ®à  � ¢ íâ®© ª àâ¥.� ¤ ç  1.23. �®ª �¨â¥, çâ® �' { «¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ ¡ §¨á (e01; : : : ; e0n) ¯à®áâà -áâ¢  Tp(M) ¢ ¡ §¨á � ��x1 jp ; : : : ; ��xn jp� ¯à®áâà áâ¢  �p(M).� ¤ ç  1.24. �á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã (2) ¨ ¯à ¢¨«® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï á«®�®© äãªæ¨¨, ¤®ª �¨â¥,çâ® ®â®¡à �¥¨¥ �' ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì®© ª àâë. 2� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª á â¥«ìë© ¢¥ªâ®à ¢ ¤ ®© â®çª¥ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï ª ®¨ç¥áª¨ ®â®�¤¥-áâ¢«ï¥âáï á ¨ä¨¨â §¨¬ «ìë¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ ¢ íâ®© â®çª¥, ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨çâ® ¨®¥, ª ª ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¢  ¯à ¢«¥¨¨ íâ®£® ª á â¥«ì®£® ¢¥ªâ®à . Ǳà¨ íâ®¬ á¯à ¢¥¤«¨¢ �¥®à¥¬  1.6. � ¤ ¨¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X 2 X (M)   n-¬¥à®¬ £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ à ¢®-á¨«ì® § ¤ ¨î á¥¬¥©áâ¢  ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ fXp 2 Tp(M)g jp2M , â ª®£®, çâ® ¢ ª �¤®© «®ª «ì®©ª àâ¥ (U; ') á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn)   M äãªæ¨¨ Xi(q) = Xq(xi) ¯à¨ ¤«¥� â  «£¥¡à¥ C1(U)¨ á«ã� â ª®¬¯®¥â ¬¨ íâ®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï ¢  âãà «ì®¬ ¡ §¨á¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®.* Ǳãáâì X 2 X (M). � ª ª ª X (U) { á¢®¡®¤ë© ¬®¤ã«ì á ª®¥çë¬ ç¨á«®¬®¡à §ãîé¨å, X jU = Xi ��xi , £¤¥ Xi(q) = X ��U(xi Æ ') 2 C1(U). � ª ª ª ª �¤®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥¯®à®�¤ ¥â ¨ä¨¨â §¨¬ «ì®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¯® ä®à¬ã«¥ Xq(f) = X(f)(q), ¤«ï ª®®à¤¨ âëåäãªæ¨©, ¢ ç áâ®áâ¨, ¨¬¥¥¬ Xq(xi Æ') = X jU (xi Æ ')(q) = Xi(q).�¡à â®, ¥á«¨ X = fXp 2 Tp(M)g { á¥¬¥©áâ¢® ãª § ®£® ¢¨¤ , â® ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 C1(M)äãªæ¨ï, § ¤  ï ä®à¬ã«®© X(f)(p) = Xp(f) p 2 M¯à¨ ¤«¥�¨â ª« ááã C1(M). � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢® ¢¢¥¤¥ëå ®¡®§ ç¥¨ïå à áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥~X = Xi ��xi 2 X (U), £¤¥ Xi(q) = Xq(xi Æ '). Ǳ® ¢â®à®¬ã ¯à¨æ¨¯ã «®ª «¨§ æ¨¨ 9Vp 9Y 2 X (M) :~X ��Vp = Y ��Vp . �®£¤  Y (f) 2 C1(M), ¯à¨ç¥¬ Y (f) ��Vp = Y ��Vp (f ��Vp ) = ~X ��Vp (f ��Vp ) = X(f) ��Vp . �¢¨¤ã(F2) Xf 2 C1(M). Ǳà¨ íâ®¬ Y (f) ��Vp = X(f) ��Vp = Xi ��xi ��Vp .� ¤ ç  1.25. �®ª �¨â¥, çâ® ¯®áâà®¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à ¢¨«ã �¥©¡¨æ , â®¥áâì X(fg) = X(f)g+ fX(g), f; g 2 C1(M).� ª®¥æ, § ç¥¨¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X ¢ ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¥ p 2 M á®¢¯ ¤ ¥â á Xp ¨§ ¤ ®£® á¥¬¥©-áâ¢  ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢, ¨, § ç¨â, X jU = ~X = Xi ��xi , ®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥â¥®à¥¬ë. 2� § ª«îç¥¨¥ ¤®ª �¥¬Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.7. � á â¥«ì®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª «¨¥©®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã V n,  ¤¥«¥®¬ã ª -®¨ç¥áª®© £« ¤ª®© áâàãªâãà®©, ¢ ¯à®¨§¢®«ì®© ¥£® â®çª¥ ª ®¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä® V n ª ª «¨¥©®¬ã¯à®áâà áâ¢ã.�®ª § â¥«ìáâ¢®.* � ä¨ªá¨àã¥¬ ¡ §¨á � = (e1; : : : ; en) ¯à®áâà áâ¢  V n. �¯à¥¤¥«¨¬  ¡®à äãª-æ¨© !i : V n ! R, i = 1; : : : ; n, áâ ¢ïé¨å ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª �¤®¬ã ¢¥ªâ®àã X 2 V n ¥£® i-î ª®®à-¤¨ âã ¢ ¡ §¨á¥ �. �â®â  ¡®à äãªæ¨© (!1; : : : ; !n)  §ë¢ ¥âáï ¤ã «ìë¬ ¡ §¨á®¬ «¨¥©®£® ¯à®-áâà áâ¢  V n. � ¯®¬¨¬, çâ® ª àâ¨àãîé¥¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¤«ï V n '� : V n ! Rn § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©'�(X) = (X1; : : : ; Xn), £¤¥ Xi = !i(X), i = 1; : : : ; n. �®£¤  äãªæ¨¨ !i Æ '�1� : Rn ! R § ¤ îâáïãà ¢¥¨ï¬¨ !i Æ '�1� (X1; : : : ; Xn) = Xi, i = 1; : : : ; n, á«¥¤®¢ â¥«ì®, !i 2 C1(V n).Ǳãáâì p 2 V n. Ǳ®áâà®¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ � : Tp(V )! V , ¯®«®�¨¢ �(�) = �(!i)ei, � 2 Tp(V ).� ¤ ç  1.26. �®ª �¨â¥, çâ® � { «¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¨ ker� = f0g.� ª ª ª dimTp(V ) = dimV , â® � áîàê¥ªâ¨¢® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨¥©ëå¯à®áâà áâ¢.�®ª �¥¬, çâ® íâ®â ¨§®¬®àä¨§¬ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á . Ǳãáâì � = ("1; : : : ; "n) { ¤àã£®© ¡ §¨á«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  V n ¨ (�1; : : : ; �n) { ¤ã «ìë© ¡ §¨á. Ǳãáâì "i = Cji ej, â® ¥áâì C = (Cji ) {11



¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  � ª ¡ §¨áã �.� ¤ ç  1.27. �®ª �¨â¥, çâ® �i = (C�1)ij!j.�«¥¤®¢ â¥«ì®, �(�i)"i = �((C�1)ij!j)Cki ek = Ækj �(!j)ek = �(!j)ej = �(�). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§®¬®àä¨§¬� ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á , â® ¥áâì ®¯à¥¤¥«¥ ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬. � ¥£® ¯®¬®éìî ª á â¥«ì®¥¯à®áâà áâ¢® Tp(V ) ª V ª ª £« ¤ª®¬ã ¬®£®®¡à §¨î ¢ ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¥ p 2 V ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáï á «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ V . 21.8 �«£¥¡à  �¨ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ïǱãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, X (M) { ¬®¤ã«ì ¥£® £« ¤ª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©, X;Y 2 X (M), à áá¬ -âà¨¢ ¥¬ë¥ ª ª ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï  «£¥¡àë C1(M). � áá¬®âà¨¬ ¨å ª®¬¯®§¨æ¨î X Æ Y : C1(M)!C1(M). �â® «¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥. �ëïá¨¬, ï¢«ï¥âáï «¨ íâ® ®â®¡à �¥¨¥ ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬. �«ïíâ®£®  ¤® ¯à®¢¥à¨âì, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «¨ íâ® ®â®¡à �¥¨¥ ¯à ¢¨«ã �¥©¡¨æ . Ǳãáâì f; g 2 C1(M)X Æ Y (fg) = X(Y (fg)) = X(Y (f)g + fY (g)) = X(Y (f))g + Y (f)X(g) + X(f)Y (g) + fX(Y (g)). �â ª,ª®¬¯®§¨æ¨ï ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬ ¥ ï¢«ï¥âáï. � ¯¨è¥¬Y ÆX(fg) = Y (X(f))g+X(f)Y (g) + Y (f)X(g) + fY (X(g)). �ëçâ¥¬ ¨§ ¯¥à¢®£® à ¢¥áâ¢  ¢â®à®¥(X Æ Y � Y ÆX)(fg) = (X Æ Y � Y ÆX)(f)g+ f(X Æ Y � Y ÆX)(g)�â® ®§ ç ¥â, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ (X Æ Y � Y Æ X) ï«¢ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬  «£¥¡àë C1(M), â®¥áâì ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬   M . �â® ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ®¡®§ ç ¥âáï [X;Y ℄ ¨  §ë¢ ¥âáï ª®¬¬ãâ â®à®¬¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¨«¨ áª®¡ª®© �¨. �â ª, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î[X;Y ℄ = X Æ Y � Y ÆX� ¤ ç  1.28. �®ª �¨â¥, çâ®1) [X;Y ℄ = �[Y;X℄  â¨ª®¬¬ãâ â¨¢®áâì2) [[X;Y ℄; Z℄ + [[Y;Z℄;X℄ + [[Z;X℄; Y ℄ = 0 â®�¤¥áâ¢® �ª®¡¨�â¨ â®�¤¥áâ¢  ®§ ç îâ, çâ® ¬®¤ã«ì X (M), à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª (¡¥áª®¥ç®¬¥à®¥) R� «¨¥©®¥¯à®áâà áâ¢®, ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥®© áâàãªâãà®©  «£¥¡àë �¨ ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¬ãâ¨à®¢ -¨ï, ª®â®à ï  §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à®© �¨ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï M .� ¤ ç  1.29. �®ª �¨â¥, çâ® 8X;Y 2 X (M), 8f; g 2 C1(M)[fX; gY ℄ = fg[X;Y ℄ + fX(g)Y � gY (f)X� ¤ ç  1.30. Ǳãáâì (U;') { «®ª «ì ï ª àâ    ¬®£®®¡à §¨¨ M á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn),X = Xi ��xi , Y = Y j ��xj . �®ª �¨â¥, çâ®[X; Y ℄i = �Y i�xjXj � �Xi�xj Y j1.9 �¥§®à ï  «£¥¡à  £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ïǱãáâì K { ª®¬¬ãâ â¨¢®¥  áá®æ¨ â¨¢®¥ ª®«ìæ® á 1, V - ¬®¤ã«ì  ¤ ª®«ìæ®¬ K (ª®à®ç¥, K-¬®¤ã«ì).� áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® V � ¢á¥å K «¨¥©ëå ®â®¡à �¥¨© ®â®¡à �¥¨© ! : V ! K. �¢®©áâ¢® «¨¥©®-áâ¨ ®§ ç ¥â, çâ® 8X; Y 2 V; 8�; � 2 K ) !(�X + �Y ) = �!(X) + �!(Y ). �«¥¬¥âë ¬®¤ã«ï V ¡ã¤¥¬ §ë¢ âì ¢¥ªâ®à ¬¨,   í«¥¬¥âë ¬®�¥áâ¢  V � { ª®¢¥ªâ®à ¬¨. �ª §ë¢ ¥âáï, ¢ ¬®�¥áâ¢¥ V � â ª�¥®¯à¥¤¥«¥  áâàãªâãà  K-¬®¤ã«ï.�¬¥®, ¯ãáâì !; � 2 V �. Ǳ®áâà®¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ !+ � : V ! K ¯® ä®à¬ã«¥, ¯®«®�¨¢ (!+ �)(X) =!(X) + �(X), X 2 V .� ¤ ç  1.31. �®ª �¨â¥, çâ® ¯®áâà®¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬, â® ¥áâì 8X; Y 2V; 8�;� 2 K (! + �)(�X + �Y ) = �(! + �)(X) + �(! + �)(Y ).�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨î ã¬®�¥¨ï í«¥¬¥â®¢ ¨§ V �   í«¥¬¥âë ª®«ìæ  K. Ǳãáâì � 2 K; ! 2V �. Ǳ®«®�¨¬ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î �! : V ! K ¯® ä®à¬ã«¥ (�!)(X) = �(!(X)), X 2 V . � «®£¨ç®¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® íâ® ®â®¡à �¥¨¥ «¨¥©® (¤®ª �¨â¥ á ¬®áâ®ïâ¥«ì®).�¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ¢¢¥¤¥ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬  ªá¨®¬ ¬ K-¬®¤ã«ï(¯à®¢¥àìâ¥!). 12



�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.21. K-¬®¤ã«ì V �  §ë¢ ¥âáï ¬®¤ã«¥¬, á®¯àï�¥ë¬ ¬®¤ã«î V (¨«¨ ¤ã «ìë¬¬®¤ã«î V ).� ¬¥ç ¨¥. � «®£¨ç® ¬®�® ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ K-¬®¤ã«ì V �� = (V �)�.�ãé¥áâ¢ã¥â ª ®¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ � : V ! V ��, ®¯à¥¤¥«¥ë© ä®à¬ã«®© �(X)(!) = !(X),X 2 V; ! 2 V �.�®ª �¥¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® £®¬®¬®àä¨§¬. �(�X+�Y )(!) = !(�X+�Y ) =�!(X) + �!(Y ) = ��(X)(!) + ��(Y )(!) = (��(X) + ��(Y ))(!). �â ª,�(�X + �Y ) = ��(X) + ��(Y )�®¬®¬®àä¨§¬ �  §ë¢ ¥âáï ª ®¨ç¥áª¨¬.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.22. K-¬®¤ã«ì V  §ë¢ ¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢ë¬, ¥á«¨ ª ®¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ ï¢«ï-¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.� ¤ ç  1.32. �®ª �¨â¥, çâ® ¢áïª®¥ ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢-ë¬ ¬®¤ã«¥¬.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.23. Ǳãáâì V { à¥ä«¥ªá¨¢ë© K-¬®¤ã«ì, V � { ¤ã «ìë© ¬®¤ã«ì. �¥§®à®¬ â¨¯ (r; s)   V ¨«¨, ¯®¤à®¡¥¥, r à § ª®¢ à¨ âë¬ ¨ s à § ª®âà ¢ à¨ âë¬ â¥§®à®¬   V  §ë¢ ¥âáï®â®¡à �¥¨¥ t : V � : : :� V| {z }r à § � V � � : : :� V �| {z }s à § ! K, «¨¥©®¥ ¯® ª �¤®¬ã  à£ã¬¥âã. �®�¥áâ¢® ¢á¥åâ¥§®à®¢ â¨¯  (r,s) ®¡®§ ç ¥âáï T sr (V ).� ¬®�¥áâ¢¥ â¥§®à®¢ ¢¢®¤ïâáï ®¯¥à æ¨¨:1) + : T sr (V )� T sr (V )! T sr (V ) { áã¬¬  â¥§®à®¢(t1+ t2)(x1; : : : ; xr; u1; : : : ; us) = t1(x1; : : : ; xr; u1; : : : ; us) + t2(x1; : : : ; xr; u1; : : : ; us)x1; : : : ; xr 2 V , u1; : : : ; us 2 V �;2) �� : K � T sr (V )! T sr (V ) { ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ â¥§®à    áª «ïà (í«¥¬¥â K)(� � t)(x1; : : : ; xr; u1; : : : ; us) = �(t(x1; : : : ; xr; u1; : : : ; us))� 2 K, x1; : : : ; xr 2 V , u1; : : : ; us 2 V �;3) 
 : T s1r1 (V )� T s2r2 (V )! T s1+s2r1+r2 (V ) { â¥§®à®¥ ã¬®�¥¨¥ â¥§®à®¢(t1
 t2)(x1; : : : ; xr1+r2; u1; : : : ; us1+s2) = t1(x1; : : : ; xr1; u1; : : : ; us1)t2(xr1+1; : : : ; xr1+r2 ; us1+1; : : : ; us1+s2)x1; : : : ; xr1+r2 2 V , u1; : : : ; us1+s2 2 V �.� ¤ ç  1.33. �®ª �¨â¥, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®àà¥ªâë, â® ¥áâì ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¢¢¥¤¥ëå ®¯¥à æ¨©¯®«ãç îâáï â¥§®àë.� ¤ ç  1.34. �®ª �¨â¥, çâ®1. t1 
 (t2 + t3) = t1
 t2+ t1
 t32. (t1 + t2)
 t3 = t1
 t3+ t2
 t33. t1 
 (t2 
 t3) = (t1
 t2)
 t3�¯¥à æ¨ï â¥§®à®£® ã¬®�¥¨ï ¯à¥¢à é ¥â K-¬®¤ã«ìT (V ) = �1r=0 �1s=0 T sr (V )£¤¥ T 00 (V ) = K, ¢  áá®æ¨ â¨¢ãî  «£¥¡àã, ª®â®à ï  §ë¢ ¥âáï â¥§®à®©  «£¥¡à®© ¬®¤ã«ï V . �§à¥ä«¥ªá¨¢®áâ¨ íâ®£® ¬®¤ã«ï á«¥¤ã¥â, çâ® ª®¬¯®¥â  T 10 (V ) íâ®© ¯àï¬®© áã¬¬ë ª ®¨ç¥áª¨ ®â®-�¤¥áâ¢«ï¥âáï á V . �§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â â ª�¥, çâ® ¯®¤¬®¤ã«¨ T�(V ) = �1r=0T 0r (V ) ¨ T �(V ) =�1s=0T s0 (V ) ®¡à §ãîâ ¯®¤ «£¥¡àë â¥§®à®©  «£¥¡àë T (V ),  §ë¢ ¥¬ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥® ª®¢ à¨ â®©¨ ª®âà ¢ à¨ â®© â¥§®àë¬¨  «£¥¡à ¬¨ ¬®¤ã«ï V .Ǳãáâì V { ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K, (e1; : : : ; en) { ¥£® ¡ §¨á. Ǳ®áâà®¨¬®â®¡à �¥¨ï ei : V ! K, i = 1; : : : ; n ¯® ä®à¬ã«¥ ei(X) = Xi, £¤¥ (X1; : : : ; Xn) { ª®®à¤¨ âë ¢¥ªâ®à X ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨á¥. 13



� ¤ ç  1.35. �®ª �¨â¥, çâ®  ¡®à (e1; : : : ; en) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ á®¯àï�¥®£® ¯à®áâà áâ¢  V �.Ǳ®áâà®¥ë© ¡ §¨á  §ë¢ ¥âáï ¤ã «ìë¬ ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  V ¨«¨ ª®¡ §¨á®¬. � ç áâ®áâ¨, ¨§íâ®£® á«¥¤ã¥â, çâ® dimV � = n. �ã «ìë© ¡ §¨á ®¤®§ ç® å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ãá«®¢¨¥¬ ei(ej) = Æij, £¤¥Æij = ( 1; i = j0; i 6= j { á¨¬¢®« �à®¥ª¥à .�á«¨ ä¨ªá¨à®¢ âì ¡ §¨á (e1; : : : ; en) «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  V ¨ ª®¡ §¨á (e1; : : : ; en), â® á¨áâ¥¬  â¥-§®à®¢ ei1 
 : : :
 eis 
 ej1 
 : : :
 ejr; i1; : : : ; is; j1; : : : ; jr = 1; : : : ; n®¡à §ãîâ ¡ §¨á «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  T sr (V ). � ç áâ®áâ¨,dimT sr (V ) = 2r+s� ¤ ç  1.36. �®ª �¨â¥. (�®áâ ¢ìâ¥ «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î ¨§ ¤ ëå â¥§®à®¢ �i1:::isj1:::jrei1 
 : : :
eis
ej1
: : :
ejr = 0. �¨ªá¨àã©â¥  ¡®à § ç¥¨© ¨¤¥ªá®¢ k1; : : : ; ks; l1; : : : ; lr ¨ ¯®¤¥©áâ¢ã©â¥ «¨¥©®©ª®¬¡¨ æ¨¥©    ¡®à ek1; : : : ; eks; el1; : : : ; elr. �¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç¨â¥ «¨¥©ãî ¥§ ¢¨á¨¬®áâì â¥§®à®¢.� «¥¥ ¢®§ì¬¨â¥ ¯à®¨§¢®«ìë© â¥§®à t 2 T sr (V ) ¨ ¯®áâà®©â¥ â¥§®à T = ti1 :::isj1:::jrei1
: : :
eis
ej1
: : :
ejr,£¤¥ áª «ïàë ti1:::isj1:::jr = t(ej1; : : : ; ejr; ei1; : : : ; eis) §ë¢ îâáï ª®¬¯®¥â ¬¨ â¥§®à  t ¢ ¡ §¨á¥ (e1; : : : ; en). �®ª �¨â¥, çâ® â¥§®àë T ¨ t ¨¬¥îâ ®¤¨¨ â¥ �¥ ª®¬¯®¥âë ¢ ¡ §¨á¥ (e1; : : : ; en), á«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¢¯ ¤ îâ. �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® â¥§®à t¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¤ ®£®  ¡®à  â¥§®à®¢.)� ¤ ç  1.37. �®ª �¨â¥, çâ®  ¡®à ª®¬¯®¥â â¥§®à  ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨á¥ ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âíâ®â â¥§®à.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.24. �¥§®à®¬ â¨¯  (r; s) á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ K-¬®¤ã«¥ A  §ë¢ ¥âáï ®â®¡à �¥¨¥t : V � : : :� V| {z }r à § � V � � : : :� V �| {z }s à § ! AK-«¨¥©®¥ ¯® ª �¤®¬ã  à£ã¬¥âã.Ǳãáâì, ¢ ç áâ®áâ¨, K { ¢¥é¥áâ¢¥ ï  «£¥¡à , W { N -¬¥à®¥ ¢¥é¥áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà -áâ¢®, t { â¥§®à â¨¯  (r; s) á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¬®¤ã«¥ A = K 
 W (â ª®© â¥§®à ®¡ëç®  §ë¢ îââ¥§®à®¬ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ W ).� ¬¥ç ¨¥. Ǳãáâì U ¨ V { ¤¢  ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ F . �¯à¥¤¥«¨¬ â¥§®à®¥ ¯à®¨§-¢¥¤¥¨¥ U
V ¤¢ãå ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ U ¨ V á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǳãáâì M(U; V ) ¥áâì ¢¥ªâ®à®¥¯à®áâà áâ¢®, ª®â®à®¥ ¨¬¥¥â ¬®�¥áâ¢® U � V ª ª ¡ §¨á, â® ¥áâì á¢®¡®¤®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®,¯®à®�¤¥®¥ ¯ à ¬¨ (u; v),u 2 U , v 2 V . Ǳãáâì N ¥áâì ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ M(U; V ), ¯®à®-�¤¥®¥ í«¥¬¥â ¬¨ ¢¨¤ (u+ u0; v)� (u; v)� (u0; v) (u; v + v0)� (u; v)� (u; v0)(ru; v)� r(u; v) (u; rv)� r(u; v)u; u0 2 U , v; v0 2 V , r 2 F . Ǳ®«®�¨¬ U 
 V = M(U; V )=N , â® ¥áâì ä ªâ®à¬®�¥áâ¢® M(U;V ) ¯®¯®¤¯à®áâà áâ¢ã N . �«ï ª �¤®© ¯ àë (u; v), à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ª ª í«¥¬¥â M(U; V ), ¥¥ ®¡à § ¯à¨¤¥©áâ¢¨¨ ¥áâ¥áâ¢¥®© ¯à®¥ªæ¨¨ M(U; V )! U 
 V ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï u
 v.�  è¥¬ á«ãç ¥ F { ¯®«¥ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥«, U = K, V = W . 2�¨ªá¨àã¥¬ ¡ §¨á b = (e1; : : : ; eN) ¢ W . Ǳãáâì (e1; : : : ; eN) { ¤ã «ìë© ¡ §¨á. � ª ¬ë ¢¨¤¥«¨ ¢ëè¥¢¥ªâ®àë { íâ® â¥§®àë â¨¯  (0,1),   ª®¢¥ªâ®àë { â¥§®àë â¨¯  (1,0). �®£¤  â¥§®à®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ea 
 ea, a = 1; : : : ; N { â¥§®à â¨¯  (1,1), â® ¥áâì K-«¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥ t : A�A� ! K. �£® ¬®�®®â®�¤¥áâ¢¨âì á «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬   A, â® ¥áâì á «¨¥©ë¬ ®â®¡à �¥¨¥¬ T : A! A á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬: t(X;u) = u(T (X)), X 2 A, u 2 A� (íâ® ¢®§¬®�® á¤¥« âì ¢ á¨«ã à¥ä«¥ªá¨¢®áâ¨ K-¬®¤ã«ïA). �®£¤  ¯®á¬®âà¨¬   â¥§®à®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ea 
 ea ª ª   «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ¨ ¢ëïá¨¬, çâ®íâ® §  ®¯¥à â®à. �¬¥¥¬ u(ea
 ea(X)) = ea 
 ea(X;u) = ea(X)ea(u) = Xau(ea) = Xaua = u(X), X 2 A,u 2 A�. � ª ª ª íâ® à ¢¥áâ¢® ¢¥à® ¤«ï «î¡®£® ª®¢¥ªâ®à  u, â® ea 
 ea(X) = X, â® ¥áâì ea 
 ea = id.Ǳãáâì t { â¥§®à â¨¯  (r.s) á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ K-¬®¤ã«¥ A. �ç¥¢¨¤®, t = id Æ t, £¤¥ id { íâ®â®�¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à ¢ ¬®¤ã«¥ A. �®£¤ t = id Æ t = (ea 
 ea) Æ t = (ea Æ t)
 ea = ta 
 ea14



£¤¥ ®â®¡à �¥¨ï ta = ea Æ t : V � : : :� V| {z }r à § � V � � : : :� V �| {z }s à § ! K ï¢«ïîâáï ®¡ëçë¬¨ â¥§®à ¬¨ â¨¯ (r,s) ¨  §ë¢ îâáï â¥§®àë¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨ â¥§®à  t ¢ ¡ §¨á¥ b.Ǳãáâì � = ("1; : : : ; "N) { ¤àã£®© ¡ §¨á ¢ W , ("1; : : : ; "N) { ¤ã «ìë© ¥¬ã ¡ §¨á, C = (Cab ) { ¬ âà¨æ ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  b ª ¡ §¨áã �, H = (hab) = C�1, a; b = 1; : : : ; N . �®£¤  "a = habeb. �«¥¤®¢ â¥«ì®,¥á«¨ ~ta = "a Æ t { â¥§®à ï ª®¬¯®¥â  â¥§®à  t ¢ ®¢®¬ ¡ §¨á¥, â®~ta = habtbǱãáâì â¥¯¥àì M { n-¬¥à®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. � è  § ¤ ç  { ¤®ª § âì, çâ® ¬®¤ã«ì X (M)à¥ä«¥ªá¨¢¥,   § ç¨â, ¯®à®�¤ ¥â ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥ãî â¥§®àãî  «£¥¡àã, ª®â®à ï  §ë¢ ¥âáï â¥-§®à ï  «£¥¡à®© £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï M .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.25. �®¤ã«ì X �(M), ¤ã «ìë© ¬®¤ã«î X (M),  §ë¢ ¥âáï ¬®¤ã«¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨- «ìëå 1-ä®à¬   ¬®£®®¡à §¨¨ M .�§ãç¨¬ ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå 1-ä®à¬ (¤«ï ªà âª®áâ¨ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¨å ¯à®áâ®1-ä®à¬ ¬¨).Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.8. Ǳãáâì X 2 X (M), X jU = 0, £¤¥ U � M ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥. �®£¤ 8! 2 X �(M)) !(X) jU = 0�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì p 2 U { ¯à®¨§¢®«ì ï â®çª . �®£¤ 9g 2 C1(M) : g(p) = 0; g ���MnU = 1�ç¥¢¨¤®, gX = X. �®£¤  ¢ á¨«ã «¨¥©®áâ¨ 1-ä®à¬ë ! ¯®«ãç¨¬ !(X) = !(gX)(p) = g(p)!(X) = 0.�â® ¢¥à® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 U , â® ¥áâì !(X) jU = 0. 2�«¥¤áâ¢¨¥. Ǳãáâì U { ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ ¢ M . �®£¤  ¢áïª ï 1-ä®à¬  ! 2 X �(M) ¨¤ã-æ¨àã¥â 1-ä®à¬ã ~! 2 X �(U).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X 2 X (U). Ǳ® ¢â®à®¬ã ¯à¨æ¨¯ã«®ª «¨§ æ¨¨ ¤«ï ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 U áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâì Vp ¨ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥Y 2 X (M) â ª¨¥, çâ® X ��Vp = Y ��Vp . �®£¤  ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î ~!(X) ��Vp = !(Y ) ��vp . �â  äãªæ¨ï¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãâì Z 2 X (M) â ª®¥, çâ® Z ��Vp = X ��Vp .�®£¤  (Z�Y ) ��Vp =) !(Z�Y ) ��Vp = 0. � á¨«ã «¨¥©®áâ¨ 1-ä®à¬ë ! ¯®«ãç¨¬ !(Z) ��Vp �!(Y ) ��Vp = 0.� á¨«ã (F2) äãªæ¨ï ~!(X) 2 C1(U).�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ ~! : X (U) ! C1(U) ¯® ä®à¬ã«¥ X ! ~!(X). �ç¥¢¨¤®, íâ® C1(U)-«¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥, â® ¥áâì ª®¢¥ªâ®à. 2�®à¬  ~!  §ë¢ ¥âáï áã�¥¨¥¬ ¨«¨ «®ª «¨§ æ¨¥© 1-ä®à¬ë !   U ¨ ®¡®§ ç ¥âáï ! jU .� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï «®ª «¨§ æ¨¨ 1-ä®à¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® !(X) jU = ! jU (X jU ), ! 2 X �(M),X 2 X (M).�®«¥¥ â®£®, á¯à ¢¥¤«¨¢®Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.9. Ǳãáâì X 2 X (M) { ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥, â ª®¥, çâ® Xp = 0 ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥p 2 M . �®£¤  8! 2 X �(M) ) !(X)(p) = 0�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì (U;') { «®ª «ì ï ª àâ    M ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p á ª®®à¤¨ â ¬¨(x1; : : : ; xn). �®£¤  !(X) jU = ! jU (X jU ) = ! jU �Xi ��xi� = Xi! jU � ��xi�£¤¥ Xi(q) 2 C1(U). � ç áâ®áâ¨, ¢ â®çª¥ p ¯®«ãç¨¬ !(X)(p) = Xi(p)! jU � ��xi� (p). � ª ª ª ¯®¤®ª § ®¬ã ¢ëè¥ Xi(p) = Xp(xi Æ ') ¨ ¯® ãá«®¢¨î Xp = 0, â® !(X)(p) = 0. 2�âáî¤  áà §ã �¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¥® áã�¥¨¥ !p 1-ä®à¬ë !   â®çªã p 2 M ,  ¨¬¥® 8Xp 2 Tp(M) ®¯à¥¤¥«¨¬ !p(Xp) = !(X)(p), £¤¥ X 2 X (M), X(p) = Xp. Ǳãáâì Y 2 X (M) {¤àã£®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥, ¤«ï ª®â®à®£® Y (p) = Xp. �®£¤  (X � Y )(p) = 0 ¨ !(X � Y )(p) = 0, â® ¥áâì!(X)(p) = !(Y )(p). �âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â ª®àà¥ªâ®áâì ¢¢¥¤¥®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï.15



�â® ¡ã¤¥â «¨¥© ï äãªæ¨ï   ¯à®áâà áâ¢¥ Tp(M), â® ¥áâì í«¥¬¥â ¤ã «ì®£® ¯à®áâà áâ¢ T �p (M). �¡®§ ç¨¬ á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â ª¨å í«¥¬¥â®¢ D(p). �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® D(p) = T �p (M). �â®¡ë¤®ª § âì íâ®,  ¬ ¯® ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé¥¥Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.10. Ǳãáâì ! 2 X �(U), £¤¥ U �M { ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥. �®£¤ 8p 2 U9~! 2 X �(M)9Vp � U : ~! ��Vp = ! ��Vp�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì X 2 X (M) { ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥, X jU { ¥£® «®ª «¨§ æ¨ï  ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ U , Vp { ª®¬¯ ªâ ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ p 2 U . �®£¤ 9 2 C1(M) :  ��Vp � 1; supp � UǱ®«®�¨¬ ~!(X) = (  (q)!(X jU )(q); (q 2 U)0; (q 62 U)�®£¤  X ! ~!(X) âà¥¡ã¥¬ ï 1-ä®à¬ . 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.11. �® ¢¢¥¤¥ëå ®¡®§ ç¥¨ïå D(p) = T �p (M).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î, D(p) � T �p (M). �¡à â®, ¯ãáâì L 2 T �p (M). Ǳãáâì(U;') { «®ª «ì ï ª àâ  á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p. �¡®§ ç¨¬ li = L�� ��xi�p�.� áá¬®âà¨¬ ¡ §¨á (!1; : : : ; !n) ¬®¤ã«ï X �(U) ¤ã «ìë©  âãà «ì®¬ã ¡ §¨áã, â® ¥áâì !i � ��xj � = Æij.� áá¬®âà¨¬ 1-ä®à¬ã � = li!i 2 X �(U). Ǳ® ¯à¥¤«®�¥¨î 1.99~� 2 X �(M)9Vp : ~� ��Vp = � ��Vp� ç áâ®áâ¨, ~�p(�) = �p = li!ip(�) = L�� ��xi�p�!ip(�) = L�� ��xi�p� �i = L�� ��xi�p �i� = L(�), 8� 2Tp(M). �¤¥áì ¬ë ¨á¯®«ì§®¢ «¨, çâ® (!1p; : : : ; !np ) ¡ã¤¥â ¤ã «ìë¬ ¡ §¨á®¬ ¤«ï  âãà «ì®£® ¡ §¨á � ��x1 p; : : : ; ��xn p�. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ~�p = L, â® ¥áâì T �p (M) = D(p). 2�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.26. Ǳà®áâà áâ¢® D(p) = T �p (M)  §ë¢ ¥âáï ª®ª á â¥«ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ª¬®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ p.�¥¯¥àì ¬ë ¢ á®áâ®ï¨¨ ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¨© ¯à¨æ¨¯¨ «ìë© à¥§ã«ìâ â.�¥®à¥¬  1.7. �®¤ã«ì £« ¤ª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© X (M) £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï M à¥ä«¥ªá¨¢¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®.* Ǳãáâì X 2 X (M). �£® ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª í«¥¬¥â ¬®¤ã«ï, ¤ã «ì®£®¬®¤ã«î X �(M). � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ! 2 X �(M) { ¯à®¨§¢®«ì ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì ï 1-ä®à¬    M , â®¤®áâ â®ç® ¯®«®�¨âì X(!) = !(X). �ç¥¢¨¤®, ®â®¡à �¥¨¥ X C1(M) «¨¥©®. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â,çâ® X (M) � (X (M)�)�.�¡à â®, ¯ãáâì F 2 (X (M)�)�. � ª �¥ ª ª ¢ ¯à¥¤«®�¥¨¨ 1.9 ã¡¥�¤ ¥¬áï, çâ® ¥á«¨ U �M { ®âªàëâ®¥¯®¤¬®£®®¡à §¨¥, ! 2 X �(M) { 1-ä®à¬    M , â ª ï, çâ® ! jU = 0, â® F (!) jU = 0,   § ç¨â, ®¯à¥¤¥«¥-  «®ª «¨§ æ¨ï í«¥¬¥â  F   «î¡®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ ¢ M . � «¥¥, ¯®áª®«ìªã ¢ ª®®à¤¨ â-®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U «®ª «ì®© ª àâë (U;')   M ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ! jU = fi!i (¤¥©áâ¢¨â¥«ì®,! jU (X jU ) = ! jU �Xi ��xi� = ! jU � ��xi �Xi = ! jU � ��xi�!i(X), 8X 2 X (U).), fi 2 C1(U), ¬ë ã¡¥�¤ -¥¬áï, çâ® ¥á«¨ !p = 0, â® F (!)(p) = 0. �âáî¤  áà §ã �¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ !p ! F (!)(p) {¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥ ï «¨¥© ï äãªæ¨ï   ¯à®áâà á¢¥ D(p) = T �p (M). Ǳ®áª®«ìªã íâ® ª®¥ç®¬¥à®¥«¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, 9!Xp 2 Tp(M) : F (!)(p) = !p(Xp). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯à¥¤¥«¥® á¥¬¥©áâ¢®X = fXpg jp2M â ª¨å í«¥¬¥â®¢. � §«®�¨¬ ¨å ¯®  âãà «ì®¬ã ¡ §¨áã ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®çª å:Xp = Xi(p) � ��xi�p. �áâ ¥âáï ã¡¥¤¨âìáï, çâ® Xi 2 C1(U). � áá¬®âà¨¬ ª®¡ §¨á (!1; : : : ; !n), ¤ã «ìë© âãà «ì®¬ã ¡ §¨áã ¬®¤ã«ï X (U). �¬¥¥¬9Vp � U9f~!ig � X �(M) : ~!i ��Vp = !i ��Vp ; i = 1; : : : ; n�«¥¤®¢ â¥«ì®, F (~!i)(q) = ~!iq(Xq) = Xi(q); q 2 Vp; i = 1; : : : ; nǱ®áª®«ìªã F (~!i) 2 C1(M), äãªæ¨¨Xi £« ¤ª¨¥ ¨ ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1.7X 2 X (M), ¯à¨ç¥¬ F (!) = !(X).� ª¨¬ ®¡à §®¬, F ¬®�® ®â®�¤¥áâ¢¨âì á X,   § ç¨â, (X (M)�)� � X (M). 216



�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.27. Ǳãáâì M { n-¬¥à®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, p 2 M . �¥§®à ï  «£¥¡à T (Tp(M)) ®¡®§ ç ¥âáï T (p) ¨  §ë¢ ¥âáï â¥§®à®©  «£¥¡à®© ¬®£®®¡à §¨ïM ¢ â®çª¥ p. �¥§®à ï «£¥¡à  T (X (M)) ®¡®§ ç ¥âáï T (M) ¨  §ë¢ ¥âáï â¥§®à®©  «£¥¡à®© ¬®£®®¡à §¨ï M . �«¥¬¥âëíâ®© â¥§®à®©  «£¥¡àë  §ë¢ îâáï â¥§®àë¬¨ ¯®«ï¬¨ ¨«¨ ¯à®áâ® â¥§®à ¬¨   ¬®£®®¡à §¨¨ M .�¥á«®�® ¤®ª § âì, çâ® ¤«ï â¥§®à®¢ ¯à®¨§¢®«ì®£® â¨¯    £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M á¯à ¢¥¤-«¨¢ë â¥ �¥ á¢®©áâ¢  «®ª «¨§ æ¨¨, ª®â®àë¥ ¡ë«¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ë  ¬¨ ¤«ï ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©. �®-«¥¥ â®£®, ¯ãáâì t 2 T sr (M). � ª ¨ ¤«ï 1-ä®à¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§  à£ã¬¥â®¢u1; : : : ; ur; v1; : : : ; vs íâ®£® â¥§®à®£® ¯®«ï ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì ¢ â®çª¥ p 2 M , â® t(u1; : : : ; ur; v1; : : : ; vs)(p) =0,   § ç¨â, â¥§®à®¥ ¯®«¥ t ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª  ¡®à t = ftpjp 2 M; tp 2 T sr (p)g â¥§®à®¢, ®¯à¥-¤¥«¥ëå ¢ ª �¤®© â®çª¥ ¬®£®®¡à §¨ï M . � «®£¨ç® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ¤«ï ¢¥ªâ®àëå¯®«¥© ¤®ª §ë¢ ¥âáï�¥®à¥¬  1.8. � ¤ ¨¥ â¥§®à®£® ¯®«ï t 2 T sr (M)   n-¬¥à®¬ £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M à ¢-®á¨«ì® § ¤ ¨î á¥¬¥©áâ¢  â¥§®à®¢ ftp 2 T sr (Tp(M))gp2M, â ª®£®, çâ® ¢ ª �¤®© «®ª «ì®© ª àâ¥(U;') á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn)   M äãªæ¨¨tj1:::jsi1 :::ir (q) = tq � ��xi1 jq ; : : : ; ��xir jq ; !j1q ; : : : ; !jsq �£¤¥ (!1q ; : : : ; !nq ) { ª®¡ §¨á, ¤ã «ìë©  âãà «ì®¬ã ¡ §¨áã ¯à®áâà áâ¢  Tq(M) ¢ â®çª¥ q 2 M , ¯à¨- ¤«¥� â  «£¥¡à¥ C1(U). 2� ¬¥ç ¨¥. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ «®ª «¨§ æ¨¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ â®ç¥ç®©, ï¢«ï¥âáï £®¬®-¬®àä¨§¬®¬ â¥§®àëå  «£¥¡à, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª ª R-¢¥ªâ®àë¥ ¯à®áâà áâ¢ , ¢ ç áâ®áâ¨,(t1+ t2)p = (t1)p + (t2)p; (t1 
 t2)p = (t1)p
 (t2)pt1; t2 2 T (M); p 2 M . �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¯®§¢®«ï¥â ¥áâ¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à æ¨î á¢¥àâª¨ ¢â¥§®à®©  «£¥¡à¥ T (M), ¯®«®�¨¢�C(i)(j)t�p = C(i)(j)(tp); t 2 T sr (M); p 2 M�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® �C(i)(j)t� 2 T s�1r�1 (M).
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