
1 � «¨§   ¬®£®®¡à §¨ïå1.9 �«£¥¡à  �à áá¬   £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï. �¯¥à â®à ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨-à®¢ ¨ï.Ǳãáâì T�(V ) = �1r=0T 0r (V ) { ª®¢ à¨ â ï â¥§®à ï  «£¥¡à  à¥ä«¥ªá¨¢®£® K-¬®¤ã«ï V . � ¬®¤ã«¥T 0r (V ) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¤¥©áâ¢ã¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  Sr ¯®àï¤ª  r (£àã¯¯  ¯®¤áâ ®¢®ª)î�¬¥®, ¥á«¨ t 2 T 0r (V ), � 2 Sr, â®(�t)(X1; : : : ; Xr) = t(X�(1); : : : ; X�(r))� ¤ ç  1.34. �®ª �¨â¥, çâ® 8�; � 2 Sr (�Æ�)t= �(�t), â® ¥áâì íâ¨¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï («¥¢®¥) ¤¥©áâ¢¨¥£àã¯¯ë Sr.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.25. �¥§®à t 2 T 0r (V )  §ë¢ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨çë¬, ¥á«¨ 8� 2 Sr ) �t = t. �¥§®àt 2 T 0r (V )  §ë¢ ¥âáï ª®á®á¨¬¬¥âà¨çë¬, ¥á«¨8� 2 Sr ) �t = "(�)t£¤¥ "(�) { ¨¤¥ªá ¯®¤áâ ®¢ª¨ �, à ¢ë© 1 ¤«ï ç¥â®© ¨ -1 ¤«ï ¥ç¥â®© ¯®¤áâ ®¢ª¨.� ¤ ç  1.35. �®ª �¨â¥, çâ® â¥§®à t á¨¬¬¥âà¨ç¥ (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥) â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¥ ¬¥ï¥â (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¬¥ï¥â) § ª ¯à¨ «î¡®© âà á¯®§¨æ¨¨ á¢®¨å à£ã¬¥â®¢ (â® ¥áâì ¬¥ï¥¬ ¬¥áâ ¬¨ ¤¢   à£ã¬¥â ).� ¤ ç  1.36. �®ª �¨â¥, çâ® á¨¬¬¥âà¨çë¥ (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ª®á®á¨¬¬¥âà¨çë¥) â¥§®àë ®¡à -§ãîâ ¯®¤¬®¤ã«¨ ¬®¤ã«ï T 0r (V ), ®¡®§ ç ¥¬ë¥, á®®â¢¥âáâ¢¥®, Sr(V ) ¨ �r(V ).� ¯®¬¨¬, çâ® ¯à®¥ªâ®à®¬ ¬®¤ã«ï V  §ë¢ ¥âáï «¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥ P : V ! V (â® ¥áâìí¤®¬®àä¨§¬ ¬®¤ã«ï V )â ª®¥, çâ® P 2 = P .� ¤ ç  1.37. �®ª �¨â¥, çâ® í¤®¬®àä¨§¬ë Sym ¨ Alt ¬®¤ã«ï T 0r (V ), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ä®à¬ã« ¬¨Sym(t) = 1r!P�2Sr �t; Alt(t) = 1r!P�2Sr "(�)�tï¢«ïîâáï ¯à®¥ªâ®à ¬¨   ¯®¤¬®¤ã«¨ Sr(V ) ¨ �r(V ), á®®â¢¥âáâ¢¥®. �¨  §ë¢ îâáï ®¯¥à â®à ¬¨á¨¬¬¥âà¨§ æ¨¨ ¨  «ìâ¥à¨à®¢ ¨ï.� ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  Alt ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¯¥à æ¨ï ¢¥è¥£® ã¬®�¥¨ï^ : �r(V )� �s(V )! �r+s(V )¯® ä®à¬ã«¥ ! ^ � = (r+ s)!r!s! Alt(! 
 �)� ¤ ç  1.38. �®ª �¨â¥, çâ® (1) (!1+ !2) ^ !3 = !1 ^ !3 + !2 ^ !3(2) !1 ^ (!2 + !3) = !1 ^ !2 + !1 ^ !3(3) !1 ^ (!2 ^ !3) = (!1 ^ !2) ^ !3.�¯¥à æ¨ï ¢¥è¥£® ã¬®�¥¨ï, ¯à®¤®«�¥ ï ¯® «¨¥©®áâ¨, ¯à¥¢à é ¥â K-¬®¤ã«ì�(V ) = �1r=0�r(V ); �0(V ) = K;�1(V ) = V �¢  áá®æ¨ â¨¢ãî  «£¥¡àã,  §ë¢ ¥¬ãî ¢¥è¥©  «£¥¡à®© ¬®¤ã«ï V . �«¥¬¥âë ¢¥è¥©  «£¥¡àë §ë¢ îâáï ¢¥è¨¬¨ ä®à¬ ¬¨. �á«¨ ! 2 �r(V ), â® ä®à¬  !  §ë¢ ¥âáï ®¤®à®¤®© ä®à¬®© áâ¥¯¥¨r ¨«¨ r-ä®à¬®©.� ¤ ç  1.39. �®ª �¨â¥, çâ® ¥á«¨ V { n-¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K, (e1; : : : ; en),(e1; : : : ; en) { ¤ã «ìë© ¡ §¨á, â® r- ä®à¬ë ¢¨¤  ei1 ^ : : : ^ eir , i1 < : : : < ir, ®¡à §ãîâ ¡ §¨á «¨¥©-®£® ¯à®áâà áâ¢  �r(V ). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® à §¬¥à®áâì dim�r(V ) = Crn = n!r!(n�r)!.�®ª �¨â¥, çâ® ª®®à¤¨ âë (�i1:::ir) r-ä®à¬ë � ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ à ¢ë 1r!�(ei1; : : : ; eir).Ǳãáâì K { ¢¥é¥áâ¢¥ ï  «£¥¡à , !, � { ä®à¬ë   K-¬®¤ã«¥ V áâ¥¯¥¥© r ¨ s á®®â¢¥âáâ¢¥®, á®§ ç¥¨ï¬¨ ¢ ¬®¤ã«¥ K
g, £¤¥ g { ¢¥é¥áâ¢¥ ï  «£¥¡à  �¨. (� ¯®¬¨¬, çâ®  «£¥¡à®© �¨ ( ¤ ¯®«¥¬F )  §ë¢ ¥âáï «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® g  ¤ ¯®«¥¬ F , ¢ ª®â®à®¬ ä¨ªá¨à®¢   ¡¨ à ï ¡¨«¨¥© ï®¯¥à æ¨ï [�; �℄ : g� g! g,  §ë¢ ¥¬ ï ®¯¥à æ¨¥© ª®¬¬ãâ¨à®¢ ¨ï ¨«¨ ª®¬¬ãâ â®à®¬ ¨ ®¡« ¤ îé ïá¢®©áâ¢ ¬¨ 1



1) [X;Y ℄ = �[Y;X℄ ( â¨ª®¬¬ãâ â¨¢®áâì)2) [[X;Y ℄; Z℄ + [[Y;Z℄;X℄+ [[Z;X℄; Y ℄ = 0 (â®�¤¥áâ¢® �ª®¡¨),X;Y;Z 2 g.)�®£¤  ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥  (r+ s)-ä®à¬  [!; �℄ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ â®¬ �¥ ¬®¤ã«¥, ¯® ä®à¬ã«¥[!; �℄(X1; : : : ; Xr+s) = X�2Sr+s "(�)[!(X�(1); : : : ; X�(r)); �(X�(r+1); : : : ; X�(r+s))℄X1; : : : ; Xr+s 2 V . �â  ä®à¬   §ë¢ ¥âáï ª®¬¬ãâ â®à®¬ ä®à¬ ! ¨ �.Ǳà¨¬¥à. �á«¨ � { 1-ä®à¬    V , â® [�; �℄(X;Y ) = f[�(X); �(Y )℄� [�(Y ); �(X)℄g= 2[�(X); �(Y )℄.�á«¨ ¢  «£¥¡à¥ �¨ g ä¨ªá¨à®¢  ¡ §¨á (e1; : : : ; eN), â® � = �a 
 ea, a = 1; : : : ; N ,   § ç¨â,[�; �℄(X;Y ) = [�a 
 ea; �b 
 eb℄(X;Y ) = 2[�a(X)
 ea; �b(Y )
 eb℄ == 2�a(X)�b(Y )
 [ea; eb℄.� «¥¥, [�; �℄(X;Y ) = 2�a(X)�b(Y )
 [ea; eb℄ = 2�b(X)�a(Y )
 [eb; ea℄ = �2�b(X)�a(Y )
 [ea; eb℄.Ǳ®ç«¥® áª« ¤ë¢ ï íâ¨ á®®â®è¥¨ï, ¯®«ãç¨¬, çâ® [�; �℄(X;Y ) = (�a ^ �b)
 [ea; eb℄(X;Y ),   § ç¨â,[�; �℄ = (�a ^ �b)
 [ea; eb℄Ǳãáâì W { ¢¥é¥áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, �, ! { ä®à¬ë   K-¬®¤ã«¥ V á® § ç¥¨ï¬¨ ¢¬®¤ã«ïå K 
End(W ) ¨ K 
W ( ¯®¬¨¬, çâ® End(W ) { íâ® ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à �¥¨© W ! W ),á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥  r+ s-ä®à¬  �! á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¬®¤ã«¥ K
W¯® ä®à¬ã«¥ �!(X1; : : : ; Xr+s) = X�2Sr+s "(�)�(X�(1); : : : ; X�(r)) �!(X�(r+1); : : : ; X�(r+s))�£¤¥ X1; : : : ; Xr+s 2 V . �âã ä®à¬ã  §®¢¥¬ ®¯¥à â®àë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ä®à¬ë �   ä®à¬ã !.Ǳà¨¬¥à. Ǳãáâì ! ¨ � { 1-ä®à¬ë á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn ¨ ¯®«®© ¬ âà¨ç®©  «£¥¡à¥Mn;n = End(Rn) á®®â¢¥âáâ¢¥®, ! = !k 
 ek, � = �ij 
 eji , i; j = 1; : : : ; n. �®£¤ �!(X; Y ) = f�(X)(!(Y ))� �(Y )(!(X))g= n�ij(X)!j(Y )ei � �ij(Y )!j(X)eio == �(�ij 
 !j)(X;Y )ei � (�ij 
 !j)(Y;X)ei� = �ij ^ !j 
 ei(X;Y ) ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬,�! = �ij ^ !j 
 eiǱãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. �¥èïï  «£¥¡à  �(X (M)) ®¡®§ ç ¥âáï �(M) ¨  §ë¢ ¥âáï «£¥¡à®© �à áá¬   £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ïM ,   ¥¥ í«¥¬¥âë  §ë¢ îâáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬¨ ä®à¬ -¬¨. �  «£¥¡à¥ �à áá¬   ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à, ¤¢®©áâ¢¥ë©®¯¥à æ¨¨ ª®¬¬ãâ¨à®¢ ¨ï ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¨ ¨£à îé¨© äã¤ ¬¥â «ìãî à®«ì ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©£¥®¬¥âà¨¨. �â®â ®¯¥à â®à ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥:�¥®à¥¬  1.9. Ǳãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. �ãé¥áâ¢ã¥â, ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥®¥,R-«¨¥©®¥®â®¡à �¥¨¥ d : �(M)! �(M), ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨:(d1) d(�r(M)) � �r+1(M), r = 0; 1;2; : : :;(d2) df(X) = X(f), f 2 C1(M) = �0(M), X 2 X (M);(d3) d Æ d = 0(d4) d(! ^ �) = d! ^ � + (�1)r! ^ d�, ! 2 �r(M); � 2 �(M).�®ª § â¥«ìáâ¢®.* 1. �¤¨áâ¢¥®áâì. Ǳãáâì ®¯¥à â®à d áãé¥áâ¢ã¥â   ¬®£®®¡à §¨¨ M ¨  «î¡®¬ ¥£® ®âªàëâ®¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¨. �¨ªá¨àã¥¬ â®çªã p 2 M . Ǳãáâì (U;') { «®ª «ì ï ª àâ  áª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ íâ®© â®çª¨. �¨ªá¨àã¥¬ ®ªà¥áâ®áâì Vp â®çª¨ p, ª®¬¯ ªâ®¥§ ¬ëª ¨¥ �Vp ª®â®à®© ¢å®¤¨â ¢ U . � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã 1-ä®à¬ (dx1; : : : ; dxn)   U , £¤¥ dxi = d(xi Æ'),i = 1; : : : ; n. �§ (d2) á«¥¤ã¥â, çâ®dxi � ��xj � = d(xi Æ ') � ��xj � = � ��xj � ((xi Æ ') Æ '�1) =2



= � ��xj � (xi Æ (' Æ '�1)) = �xi�xj = Æij, i; j = 1; : : : ; n,â® ¥áâì íâ¨ ä®à¬ë ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¬®¤ã«ï X �(U), ¤ã «ìë©  âãà «ì®¬ã ¡ §¨áã. �«¥¤®¢ â¥«ì®,8! 2 �r(U) ) ! = 1r!ai1 :::irdxi1 ^ : : : dxir£¤¥ fai1:::irg � C1(U) { ª®¬¯®¥âë ä®à¬ë ! ¢  âãà «ì®¬ ¡ §¨á¥ ¤ ®© ª àâë. � ãç¥â®¬ ¢â®à®£®¯à¨æ¨¯  «®ª «¨§ æ¨¨ ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ë äãªæ¨© f i1:::irg, f'ig � C1(M), â ª¨å, çâ® i1:::ir ��Vp = ai1 :::ir ��Vp ; 'i ��Vp = xi ��Vp�®£¤  ®¯à¥¤¥«¥  r-ä®à¬  � = 1r! i1:::ird'i1 ^ : : :^ d'ir 2 �r(M). �ç¥¢¨¤®, çâ®! ��Vp = � ��Vp (1)Ǳãáâì, ¤ «¥¥, f 2 C1(M), f = ( 1; �Vp0;¢¥U �®£¤  df ��Vp = 0, ¯®áª®«ìªã 8X 2 X (Vp) ¨¬¥¥¬ df(X) =X(f) = X(1) = 0.� «¥¥, á®£« á® (d4), ¨¬¥¥¬   Vpd(f(!� �)) = df ^ (! � �) + f(d! � d�)Ǳà¨ íâ®¬, á®£« á® (1), «¥¢ ï ç áâì íâ®£® â®�¤¥áâ¢  à ¢  ã«î   Vp. �«¥¤®¢ â¥«ì®,(d!) ��Vp = (d�) ��Vp�à®¬¥ â®£®, ®ç¥¢¨¤®, çâ® 8f 2 C1(M) ) (df) ��Vp = d(f ��Vp )� ª¨¬ ®¡à §®¬, á ãç¥â®¬ (d3) ¨ (d4), (d!) ��Vp = (d�) ��Vp = 1r!d( i1:::ir ��Vp )^ d('i1 ��Vp )^ : : :^ d('ir ��Vp ) +1r!( i1:::ir ��Vp ) ^ d2('i1 ��Vp ) ^ d('i2 ��Vp ) ^ : : :^ d('ir ��Vp ) + : : :== 1r!d(ai1 :::ir ��Vp )^ d(xi1 ��Vp )^ : : :^ d(xir ��Vp ) = d(! ��Vp ). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢  â« á¥ f(Vp; ' ��Vp )gp2M ¨¬¥¥¬(d!) ��Vp = d(! ��Vp ) = 1r!dai1 :::ir ^ dxi1 ^ : : :^ dxir (2)(¢ ¯à ¢®© ç áâ¨, ª®¥ç®, ¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã áã�¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å äãªæ¨©   Vp). Ǳàï¬ë¬ ¯®¤-áç¥â®¬ ¬®�® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® íâ® á®®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â® á¢®¥¬ã ¡¥áª®®à¤¨ â®¬ã   «®£ã:(d!)(X1; : : : ; Xr+1) = Pr+1i=1 (�1)i+1Xi!(X1; : : : ; Xi�1; Xi+1; : : : ; Xr+1)++Xi<j(�1)i+j!([Xi; Xj℄; X1; : : : ; Xi�1; Xi+1; : : : ; Xj�1; Xj+1; : : : ; Xr+1) (3)� ¤ ç  1.40. �®ª �¨â¥ íâã ä®à¬ã«ã á ç «  ¤«ï ç áâ®£® á«ãç ï (r=2 ¨«¨ 3), § â¥¬ ¯®áâ à ©â¥áì¤®ª § âì ¤«ï ®¡é¥£® á«ãç ï.�¥¬ á ¬ë¬ ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¥á«¨ ®¯¥à â®à, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ (d1) { (d4) áãé¥áâ¢ã¥â, â®® ¤®«�¥ § ¤ ¢ âìáï ¯®á«¥¤¥© ¯®«ãç¥®© ä®à¬ã«®©, â® ¥áâì ® ¥¤¨áâ¢¥¥.2. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥. Ǳà®¢¥à¨¬, çâ® ®¯¥à â®à d, § ¤ ë© ä®à¬ã«®© (3) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡ã¥¬ë¬á¢®©áâ¢ ¬.� ¤ ç  1.41. � ãç¥â®¬ â®£®, çâ® (á¬. á¢®©áâ¢  áª®¡ª¨ �¨)[X;fY ℄ = X(f)Y + f [X;Y ℄; X;Y 2 X (M); f 2 C1(M)¤®ª �¨â¥, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì (3) § ¤ ¥â C1(M) - «¨¥©®¥ ¯® ª �¤®¬ã  à£ã¬¥âã ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®¥®â®¡à �¥¨¥, â® ¥áâì r + 1-ä®à¬ã   M . �âªã¤  á«¥¤ã¥â ¢ë¯®«¥¨¥ ãá«®¢¨ï (d1).�á«®¢¨¥ (d2) ¯®«ãç ¥¬ ¨§ ä®à¬ã«ë (3), ¥á«¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢¬¥áâ® ! äãªæ¨î f . � «¥¥, ¨§ (d2) á«¥¤ã¥â,çâ® d(fg)(X) = X(fg) = X(f)g+fX(g) = df(X)g+fdg(X), â® ¥áâì d(fg) = df �g+f �dg, f; g 2 C1(M).�§ íâ®£® á®®â®è¥¨ï ¨ ¨§ (3) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬¨ ¢ëç¨á«¥¨ï¬¨ ¯®«ãç¨¬ (d4).� ¤ ç  1.42. Ǳà®¢¥¤¨â¥ íâ¨ ¢ëç¨á«¥¨ï á ç «  ¤«ï ç áâ®£® á«ãç ï !; � 2 �1(M),   § â¥¬ ¢®¡é¥¬ ¢¨¤¥. 3



� ª®¥æ, á ãç¥â®¬ (d4) ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï áª®¡ª¨ �¨ ¤«ï «î¡®© £« ¤ª®© äãªæ¨¨   ¬®£®®¡à §¨¨ M ¨«¨U ¯®«ãç¨¬d(df)(X;Y ) = X(df(Y ))� Y (df(X))� df([X;Y ℄) = X(Y (f))� Y (X(f))� [X;Y ℄(f) = 0. �®£¤  ¨§ (2) áãç¥â®¬ (d4) ¯®«ãç¨¬ d(d!) = 0. 2�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.26. �¯¥à â®à d : �(M) ! �(M)  §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨-à®¢ ¨ï.�«¥¤áâ¢¨¥. Ǳãáâì M { n-¬¥à®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, (U;') { «®ª «ì ï ª àâ    M á ª®®à¤¨ -â ¬¨ (x1; : : : ; xn).1. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ 1-ä®à¬ë (dx1; : : : ; dxn)   U ®¡à §ãîâ ª®¡ §¨á ¬®¤ã«ï X (U), ¤ã «ìë©  âã-à «ì®¬ã ¡ §¨áã.2. Ǳãáâì f 2 C1(M). �®£¤  ¢ «®ª «ì®© ª àâ¥df = �f�xidxi3. �á«¨ ¢ «®ª «ì®© ª àâ¥ ! = 1r!ai1 :::irdxi1 ^ : : :^ dxir , â®d! = 1r! �ai1 :::ir�xj dxj ^ dxi1 ^ : : :^ dxirǱãáâì � { r-ä®à¬    M á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ W . �¨ªá¨àã¥¬ ¢ W ¡ §¨áb = (e1; : : : ; eN). �®£¤  � = �a
ea, a = 1; : : : ; N , £¤¥ f�ag { â¥§®àë¥ ª®¬¯®¥âë ä®à¬ë �. �¯à¥¤¥«¨¬(r + 1)-ä®à¬ã d�   M á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ W ä®à¬ã«®© d� = d�a 
 ea.�®ª �¥¬, çâ® d� ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á  ¢ W . � áá¬®âà¨¬ ¤àã£®© ¡ §¨á � = ("1; : : : ; "N). �¡®-§ ç¨¬ ¬ âà¨æã ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  b ª ¡ §¨áã � ç¥à¥§ C = (Cba), Cba { ª®áâ âë ¨§ ¯®«ï,  ¤ ª®â®àë¬®¯à¥¤¥«¥® «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® W . �®£¤  � = ~�a 
 "a ¨d~�a 
 "a = d~�a 
 (Cbaeb) = d(Cba~�a)
 eb = d�b 
 eb�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.27. Ǳ®áâà®¥ ï ¢ëè¥ (r + 1)-ä®à¬  d�  §ë¢ ¥âáï ¢¥è¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¬r-ä®à¬ë �.1.10 �®¬¯®¥âë â¥§®àëå ¯®«¥© ¢  âãà «ì®¬ ¡ §¨á¥.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.28. Ǳãáâì (U;') { «®ª «ì ï ª àâ    ¬®£®®¡à §¨¨ M á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn),( ��x1 ; : : : ; ��xn ) {  âãà «ìë© ¡ §¨á, (dx1; : : : ; dxn) { ¤ã «ìë© ª®¡ §¨á. Ǳãáâì t 2 T sr (M) { â¥§®à®¥¯®«¥   íâ®¬ ¬®£®®¡à §¨¨. �¨áâ¥¬  äãªæ¨© ftj1:::jsi1:::ir g   ¬®£®®¡à §¨¨ U , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ä®à¬ã«®©tj1:::jsi1 :::ir = t� ��xi1 ; : : : ; ��xir ; dxj1; : : : ; dxjs� §ë¢ ¥âáï á¨áâ¥¬®© ª®¬¯®¥â â¥§®à®£® ¯®«ï t ¢  âãà «ì®¬ ¡ §¨á¥.Ǳãáâì ¤   ¤àã£ ï ª àâ  (V; ) á ª®®à¤¨ â ¬¨ (y1; : : : ; yn) â ª ï, çâ® V \U 6= ;. Ǳãáâì ®â®á¨â¥«ì®íâ®© ª àâë â¥§®à®¥ ¯®«¥ t ¨¬¥¥â ª®¬¯®¥âë f~tj1:::jsi1:::ir g. � ©¤¥¬ á¢ï§ì ¬¥�¤ã ª®¬¯®¥â ¬¨ â¥§®à®£®¯®«ï t ¢ ®¡« áâ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ª àâ (U;') ¨ (V; ). Ǳãáâì «®ª «ìë¥ ª®®à¤¨ âë ¤ ëå ª àâ á¢ï§ ëá®®â®è¥¨ï¬¨ xi = xi(y1; : : : ; yn), i = 1; : : : ; n ¨«¨, ª®à®ç¥, xi = xi(ya), a = 1; : : : ; n. �®£¤  ¤«ï «î¡®©äãªæ¨¨ f 2 C1(U \ V ) ¯® ¯à ¢¨«ã ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï á«®�®© äãªæ¨¨ ¨¬¥¥¬ �f�ya = �f�xi �xi�ya , â®¥áâì ��ya = �xi�ya ��xi� âà¨æ  � �xi�ya �  §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ¥© �ª®¡¨ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  xi = xi(ya). �«ï ¤ã «ìëå ¡ §¨á®¢¨¬¥¥¬ dya = �ya�xi dxi. Ǳ®¤áâ ¢¨¬ íâ¨ á®®â®è¥¨ï ¢ ä®à¬ã«ã ¤«ï ª®¬¯®¥â â¥§®à  t:~tb1:::bsa1 :::ar = t � ��ya1 ; : : : ; ��yar ; dyb1; : : : ; dybs� = t ��xi1�ya1 ��xi1 ; : : : ; �xir�yar ��xir ; �yb1�xj1 dxj1; : : : ; �ybs�xjs dxjs�. � á¨«ã «¨-¥©®áâ¨ â¥§®à®£® ¯®«ï ¯®«ãç¨¬~tb1:::bsa1:::ar = �xi1�ya1 : : : �xir�yar �yb1�xj1 : : : �ybs�xjs tj1:::jsi1:::ir4



�â®â § ª® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ª®¬¯®¥â â¥§®à®£® ¯®«ï  §ë¢ ¥âáï â¥§®àë¬.� ¤ ç  1.43. � ¯¨è¨â¥ ä®à¬ã«ë ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ª®¬¯®¥â ¢¥ªâ®à®£® ¨ ª®¢¥ªâ®à®£® ¯®«¥©.� ¤ ç  1.44. �®ª �¨â¥, çâ® § ¤ ¨¥ ¢ ª �¤®© «®ª «ì®© ª àâ¥ á¨áâ¥¬ë £« ¤ª¨å äãªæ¨©ftj1:::jsi1:::ir g, ¯à¥®¡à §ãîé¨åáï ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â ª àâë ª ª àâ¥ ¯® â¥§®à®¬ã § ª®ã, ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«ï¥ââ¥§®à®¥ ¯®«¥ â¨¯  (r,s)   ¬®£®®¡à §¨¨ M .1.11 �« ¤ª¨¥ ®â®¡à �¥¨ï. �¨ää¥à¥æ¨ « £« ¤ª®£® ®â®¡à �¥¨ï�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.29. Ǳãáâì Mn ¨ Nm { £« ¤ª¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï. �â®¡à �¥¨¥ � : M ! N  §ë¢ ¥âáï£« ¤ª¨¬, ¥á«¨ 8f 2 C1(N) ) f Æ � 2 C1(M)� ¤ ç  1.45. �®ª �¨â¥, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ � : M ! N ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ¤«ï ª �¤®© ¯ àë â®ç¥ª p 2M ¨ q = �(p) 2 N áãé¥áâ¢ãîâ ª àâ  (U;')  M ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨p ¨ ª àâ  (V;  )   N ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn) ¨ (y1; : : : ; ym), á®®â¢¥âáâ¢¥®,â ª¨¥, çâ® ®â®¡à �¥¨¥  Æ�Æ'�1 : '(U)!  (V ) ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬ ®¡« áâ¥© ¥¢ª«¨¤®¢ëå¯à®áâà áâ¢. (�ª § ¨¥: ¢á¯®¬¨â¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ £« ¤ª®© äãªæ¨¨   ¬®£®®¡à §¨¨).�â®¡à �¥¨¥  Æ � Æ '�1 : '(U) !  (V ), § ¤ ¢ ¥¬®¥ ãà ¢¥¨ï¬¨ yi = yi(x1; : : : ; xn) i = 1; : : : ; m §ë¢ ¥âáï ª®®à¤¨ âë¬ ¢ëà �¥¨¥¬ ®â®¡à �¥¨ï � ¢ ¤ ®© ¯ à¥ ª àâ.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.30. �á«¨ £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ � ®¡à â¨¬® ¨ ®¡à â®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ��1 ï¢«ï¥âáï£« ¤ª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬, â® ®â®¡à �¥¨¥ �  §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬.� ¤ ç  1.46. �®ª �¨â¥, çâ® áä¥à  á ¢ëª®«®â®© â®çª®© ¤¨ää¥®¬®àä  ¯«®áª®áâ¨. �¡®¡é¨â¥à¥§ã«ìâ â   á«ãç © n-¬¥à®© áä¥àë.� ¤ ç  1.47. �®ª �¨â¥, çâ® ¢á¥ £« ¤ª¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï, § ¤ ¢ ¥¬ë¥ £« ¤ª¨¬¨ áâàãªâãà ¬¨(R1; '0); : : : ; (R1; 'k); : : : ;, £¤¥ 'k(x) = x2k+1, k = 0;1; : : : ;, ¤¨ää¥®¬®àäë.� ¬¥ç ¨¥. Ǳ®á«¥¤ïï § ¤ ç  ®âà � ¥â ®¡éãî á¨âã æ¨î. � ª ã�¥ ®â¬¥ç «®áì, ¥á«¨   ¬®-£®®¡à §¨¨ Mn áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤  £« ¤ª ï áâàãªâãà , â®   Mn áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£®£« ¤ª¨å áâàãªâãà, ®¤ ª® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¨¬¨ £« ¤ª¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¡®«ìè¥© ç áâìî ¤¨ää¥®¬®àäë.� ¯à¨¬¥à, ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢á¥ £« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë   Rn, n 6= 4, § ¤ îâ ¤¨ää¥®¬®àäë¥ ¬®£®®¡à -§¨ï; ¢á¥ £« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë   Sn, n = 1; 2;3; 5;6;12 § ¤ îâ ¤¨ää¥®¬®àäë¥ ¬®£®®¡à §¨ï. �§¢¥áâ®â ª�¥, çâ® ¥á«¨ à §¬¥à®áâì ¬®£®®¡à §¨ï ¬¥ìè¥ 4, â® ¨§ £®¬¥®¬®àä®áâ¨ ¬®£®®¡à §¨© á«¥¤ã¥â ¨å¤¨ää¥®¬®àä®áâì, â® ¥áâì ¤«ï ¬®£®®¡à §¨© à §¬¥à®áâ¨ ¬¥ìè¥ 4, ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï ¨ â®¯®«®£¨-ç¥áª ï ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ á®¢¯ ¤ îâ.�®§¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á: áãé¥áâ¢ãîâ «¨ £®¬¥®¬®àäë¥, ® ¥ ¤¨ää¥®¬®àäë¥ ¬®£®®¡à -§¨ï? �â®â ¢®¯à®á ¡ë« à¥è¥ ��. �¨«®à®¬ ¢ 1956 £®¤ã. � ¯®ª § «, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â à®¢® 28£« ¤ª¨å ¬®£®®¡à §¨© (áä¥àë �¨«®à ), £®¬¥®¬®àäëå S7, ® ¥ ¤¨ää¥®¬®àäëå ¤àã£ ¤àã£ã. �ä¥-àë �¨«®à  ¬®�® § ¤ âì ª ª ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï ¢ R10 = C5 = f(z1; : : : ; z5)g á¨áâ¥¬®© ¤¢ãå ãà ¢¥¨©z6k�11 + z32+ z23+ z24 + z25 = 0, jz1j2+ : : :+ jz5j2 = 1, k = 1; 2; : : : ; 28. �âªàëâ¨¥ �¨«®à®¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï£®¬¥®¬®àäëå, ® ¥ ¤¨ää¥®¬®àäëå ¬®£®®¡à §¨© ¯®«®�¨«®  ç «® ¢ë¤¥«¥¨î ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©â®¯®«®£¨¨ ¢ á ¬®áâ®ïâ¥«ìãî ®¡« áâì ¬ â¥¬ â¨ª¨. � 1987 £®¤ã �.� ã¡á ¯®ª § «, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â¥áç¥â®¥ ¬®�¥áâ¢® £« ¤ª¨å ¬®£®®¡à §¨©, £®¬¥®¬®àäëå R4, ® ¥ ¤¨ää¥®¬®àäëå ¤àã£ ¤àã£ã.�¨ªá¨àã¥¬ â®çªã p 2 M . �®£¤  ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥® ®â®¡à �¥¨¥(��)p : Tp(M)! T�(p)(N)¯® ä®à¬ã«¥ 8� 2 Tp(M) (��)p(�)(f) = �(f Æ �), f 2 C1(N).� ¤ ç  1.48. �®ª �¨â¥, çâ® � = (��)p(�) 2 T�(p)(N), â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï ¨ä¨¨â §¨¬ «ìë¬¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬  «£¥¡àë C1(N).� ¤ ç  1.49. �®ª �¨â¥, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ (��)p : Tp(M)! T�(p)(N) R - «¨¥©®.�â® ®â®¡à �¥¨¥  §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¬ ®â®¡à �¥¨ï � ¢ â®çª¥ p.� ©¤¥¬ ¥£® § ¯¨áì ¢ «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â å. Ǳãáâì (U;') { «®ª «ì ï ª àâ  á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn)¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p, (V;  ) { «®ª «ì ï ª àâ  á ª®®à¤¨ â ¬¨ (y1; : : : ; ym) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ �(p),�ei = ��xi jp�, i = 1; : : : ; n {  âãà «ìë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  Tp(M), �"j = ��yj ����(p)�, j = 1; : : : ; m { âãà «ìë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  T�(p)(N). �®£¤ (��)p(ei)(f) = ei(f Æ �) = ��xi ���'(p) f Æ � Æ'�1 = 5



= ��xi ���'(p) (f Æ  �1) Æ ( Æ � Æ '�1) = �yj�xi ���'(p) ��yj ��� Æ�(p) f Æ  �1 = �yj�xi ���'(p) "j(f), f 2 C1(N). �«¥¤®¢ -â¥«ì®, (��)p(ei) = �yj�xi ���'(p) "j£¤¥ ��yj�xi ���'(p)� { ¬ âà¨æ  ®â®¡à �¥¨ï (��)p ®â®á¨â¥«ì® ¯ àë  âãà «ìëå ¡ §¨á®¢. �   §ë¢ ¥âáï¬ âà¨æ¥© �ª®¡¨.�¨ää¥à¥æ¨ « £« ¤ª®£® ®â®¡à �¥¨ï ¬®�® § ¯¨á âì ¨ ç¥ { ¢ â¥à¬¨ å  «ìâ¥à â¨¢®£® ®¯¨-á ¨ï ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢. �¬¥®, ¯ãáâì � 2 Tp(M) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ª« áá [℄ íª¢¨¢ «¥âëå¯ãâ¥© ¢ â®çª¥ p 2 M . �®£¤  ¥áâ¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¥ ª« áá � = [�Æ℄ 2 T�(p)(N). �ëà §¨¬ ®â®¡à �¥¨¥� ��! � ¢ «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â å. Ǳãáâì ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬  âãà «ì®¬ ¡ §¨á¥ ¢¥ªâ®à � ¨¬¥¥âª®®à¤¨ âë �i = ddt jt=0 xi Æ �(t), i = 1; : : : ; n,   ¢¥ªâ®à � { ª®®à¤¨ âë �j, j = 1; : : : ; m. �®£¤ �j = ddt jt=0 yj Æ (� Æ )�(t) = ddt jt=0 yj Æ ( Æ � Æ '�1) Æ (' Æ )(t) == �yj�xi ���'(p) ddt jt=0 xiÆ('Æ)(t) = �yj�xi ���'(p) ddt jt=0 xiÆ�(t) = �yj�xi ���'(p) �i. �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à �¥¨¥� , á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¢¥ªâ®àã � ¢¥ªâ®à �, á®¢¯ ¤ ¥â á ®â®¡à �¥¨¥¬ (��)p. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥ddt jt=0 (t) = ddt jt=0 xi Æ ' Æ (t) ��xi ���'(p)� ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¢¢¥¤¥ëå ®¯à¥¤¥«¥¨© ¨ ®¡®§ ç¥¨© ¨¬¥¥¬� = �i ��xi jp = ddt jt=0 xi Æ (' Æ )(t) ��xi ���'(p) = ddt jt=0 (t). �«¥¤®¢ â¥«ì®, � = ddt jt=0 (t), (t) 2 [℄ = �.� íâ¨å ®¡®§ ç¥¨ïå ®â®¡à �¥¨¥ (��)p § ¯¨è¥âáï â ª: (��)p� = ddt jt=0 � Æ (t), (t) 2 � ¨«¨(��)p� ddt jt=0 (t)� = ddt jt=0 � Æ (t) (4)�â  ä®à¬ã«  ¡ã¤¥¬ ¬®£®ªà â® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï  ¬¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬.Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.12. �¥¯¥à®¥ ®â®¡à �¥¨¥ r' : Tp(M) ! Rn, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª á â¥«ì®¬ã¢¥ªâ®àã � 2 Tp(M)  ¡®à ¥£® ª®®à¤¨ â ¢ ¤ ®© ª àâ¥ (U; '), á®¢¯ ¤ ¥â á ®â®¡à �¥¨¥¬ ('�)p.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ (t) 2 �, â® á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ (4) ¯®«ãç¨¬ r'(�) = ddt jt=0 ' Æ (t) =('�)p ddt jt=0 (t) = ('�)p�, â® ¥áâì r' = ('�)p. 2� ¯®¬¨¬, çâ® ¥á«¨ § ¤ ® K-«¨¥©®¥ ®â®¡à �¥¨¥ h : V ! V 0 ¨§ K-¬®¤ã«ï V ¢ K-¬®¤ã«ì V 0 (¢ç áâ®áâ¨, ®¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢¥ªâ®àë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨) ¨ ¤   ¯®«¨«¨¥© ï r-ä®à¬  �   ¬®¤ã«¥V 0. �®£¤    ¬®¤ã«¥ V ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®«¨«¨¥© ï r-ä®à¬  h�� ¯® ä®à¬ã«¥h��(�1; : : : ; �r) = �(h�1; : : : ; h�r)�1; : : : ; �r 2 V .� ¤ ç  1.50. �®ª �¨â¥.Ǳà¨¬¥¨¬ íâã ª®áâàãªæ¨î ¤«ïR-«¨¥©®£® ®â®¡à �¥¨ï (��)p : Tp(M)! T�(p)(N) { ¤¨ää¥à¥æ¨ « £« ¤ª®£® ®â®¡à �¥¨ï � : M ! N . Ǳãáâì ! 2 �r(T�(p)(N)) { ¯à®¨§¢®«ìë© r-ª®¢¥ªâ®à. �®£¤ ®¯à¥¤¥«¥ r-ª®¢¥ªâ®à ��! 2 �r(Tp(M)) ¯® ä®à¬ã«¥��!(�1; : : : ; �r) = !((��)p�1; : : : ; (��)p�r)�1; : : : ; �r 2 Tp(M). �ã¤¥¬  §ë¢ âì íâã ®¯¥à æ¨î  â¨ã¢«¥ç¥¨¥¬ r-ª®¢¥ªâ®à .1.12 �-á¢ï§ ë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï. �¢«¥ç¥¨¥ ¨  â¨ã¢«¥ç¥¨¥ â¥§®à®¢ ¯à¨ £« ¤-ª¨å ®â®¡à �¥¨ïå�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.31. Ǳãáâì � :M ! N { £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥. �¥ªâ®àë¥ ¯®«ï X 2 X (M), Y 2 X (N) §ë¢ ¥âáï �-á¢ï§ ë¬¨, ¥á«¨ 8f 2 C1(N) ) X(f Æ �) = Y (f) Æ ��¥®à¥¬  1.10. �¥ªâ®àë¥ ¯®«ï X ¨ Y �-á¢ï§ ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  8p 2 M )(��)pXp = Y�(p). 6



�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì f 2 C1(N) { ¯à®¨§¢®«ì ï äãªæ¨ï. �®£¤  �¥ªâ®àë¥ ¯®«ï X ¨ Y�-á¢ï§ ë , X(f Æ �) = Y (f) Æ � , 8p 2 M X(f Æ �)(p) = Y (f) Æ �(p) , Xp(f Æ �) = Y�(p)(f) ,(��)p(Xp)(f) = Y�(p)(f). 2� á¨«ã íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ¯à¨ïâ® ®¡®§ ç¥¨¥ Y = ��X. �¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ Y = ��X, ¥á«¨ ®®®¯à¥¤¥«¥®,  §ë¢ ¥âáï ã¢«¥ç¥¨¥¬ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ �.Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.13. �á«¨ Y1 = ��X1, Y2 = ��X2, â® [Y1; Y2℄ = ��[X1; X2℄.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ® ãá«®¢¨î, X1(f Æ �) = Y1(f) Æ �, X2(f Æ �) = Y2(f) Æ �. � ãç¥â®¬ íâ¨åá®®â®è¥¨© ¨¬¥¥¬[X1; X2℄(fÆ�) = X1(X2(fÆ�))�X2(X1(fÆ�)) = X1(Y2(f)Æ�)�X2(Y1(f)Æ�) = Y1(Y2(f))Æ��Y2(Y1(f))Æ� =[Y1; Y2℄(f) Æ �. 2�àã£ ï ä®à¬ã«¨à®¢ ª  íâ®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï: ¥á«¨ X1, X2 2 X (M), ¯à¨ç¥¬ áãé¥áâ¢ãîâ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï��X1, ��X2, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ��[X1; X2℄, ¯à¨ç¥¬��([X1; X2℄) = [��X1; ��X2℄ (5)�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.32. Ǳãáâì � : M ! N { £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¨ ¯ãáâì ! 2 �r(N). �®£¤   ¬®£®®¡à §¨¨ M ª ®¨ç¥áª¨ ®¯à¥¤¥«¥  r-ä®à¬  ��(!) 2 �r(M), ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢®¬��(!)(X1; : : : ; Xr) = !(��X1; : : : ; ��Xr) Æ �; Xi 2 X (M); i = 1; : : : ; r¨  §ë¢ ¥¬ ï  â¨ã¢«¥ç¥¨¥¬ ä®à¬ë !. �  ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â®è¥¨¥¬(��!)p(�1; : : : ; �r) = !�(p)((��)p�1; : : : ; (��)p�r)£¤¥ p 2 M , �i 2 Tp(M), i = 1; : : : ; r. �§ íâ®© ä®à¬ã«ë «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®  â¨ã¢«¥ç¥¨¥ r-ä®à¬ë ! ¨ â¨ã¢«¥ç¥¨¥ r-ª®¢¥ªâ®à  á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬(��!)p = ��(!�(p))�à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ f 2 C1(N), à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª 0-ä®à¬ , â® ¯®« £ îâ��(f) = f Æ ��®£¤  ¯® «¨¥©®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥® ®â®¡à �¥¨¥ �� : �(N) ! �(M), ï¢«ïîé¥¥áï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ R-«¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢.Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.14. �â®¡à �¥¨¥ �� ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨:1)��(!1 ^ !2) = ��(!1)^ ��(!2);2)��(d!) = d(��!) (6)�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ¥à¢®¥ á®®â®è¥¨¥ ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬¨ ¢ëç¨á«¥¨ï¬¨ (¯à®¢¥àì-â¥!). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® á¢®©áâ¢  ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì® ¤®ª �¥¬:�¥¬¬  1.1. Ǳãáâì � :M ! N { £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥. �®£¤ X((��!)(Y1; : : : ; Yr)) = (��X)(!(��Y1; : : : ; ��Yr)Æ�) = (��X)(!(��Y1; : : : ; ��Yr))Æ�,X;Y1; : : : ; Yr 2 X (M),! 2 �(N). 2 Ǳà®¢¥à¨¬ (62) ¢ á«ãç ¥ r = 1. �¡é¨© á«ãç © ¯à®¢¥àï¥âáï   «®£¨ç®, ® ¢ëç¨á«¥¨ï¡®«¥¥ £à®¬®§¤ª¨¥.Ǳ® â¥®à¥¬¥ ® ¢ëç¨á«¥¨¨ ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « ä®à¬ë ¨¬¥¥¬ d(��!)(X;Y ) = X(��!(Y ))�Y (��!(X))���!([X;Y ℄) = ��X(!(��Y )) Æ �� ��Y (!(��X)) Æ �� !(��[X;Y ℄) Æ � = d!(��X; ��Y ) Æ � = ��(d!)(X;Y ),X;Y 2 X (M).� ¬¥ç ¨¥. �ç¥¢¨¤®,   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¬®�® ®¯à¥¤¥«¨âì  â¨ã¢«¥ç¥¨¥ «î¡ëå â¥§®à®¢ â¨¯ (r; 0). Ǳà¨ íâ®¬ ¥á«¨ t1 2 T 0r (N), t2 2 T 0s (N), â® ��(t1
 t2) = ��t1 
 ��t2.�á«¨ � : M ! N { ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, â® ¢ á¨«ã �-á¢ï§ ®áâ¨ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©, ¤«ï ¢áïª®£® ¢¥ª-â®à®£® ¯®«ï X 2 X (M) ®¯à¥¤¥«¥® ¥£® ã¢«¥ç¥¨¥ ��X. � á¨«ã (5), ®â®¡à �¥¨¥ �� : X (M) ! X (N)ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡à �¨ ª ª R-¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢. �â®¡à �¥¨¥ ��1� : X (N)! X (M)®¡®§ ç ¥âáï �� ¨  §ë¢ ¥âáï  â¨ã¢«¥ç¥¨¥¬ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©. � «®£¨ç®, ®â®¡à �¥¨¥ �� =(��)�1 : �(M)! �(N)  §ë¢ ¥âáï ã¢«¥ç¥¨¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ä®à¬. � ª®¥æ, ®â®¡à �¥¨¥�� : T (M)! T (N)7



®¯à¥¤¥«¥®¥ ä®à¬ã«®©��(t)(X1; : : : ; Xr; u1; : : : ; us) = t(��X1; : : : ; ��Xr; ��u1; : : : ; ��us) Æ ��1 §ë¢ ¥âáï ã¢«¥ç¥¨¥¬ â¥§®àëå ¯®«¥©,   ®â®¡à �¥¨¥�� = (��)�1 : T (N)! T (M)®¯à¥¤¥«¥®¥ ä®à¬ã«®©��(t)(X1; : : : ; Xr; u1; : : : ; us) = t(��X1; : : : ; ��Xr; ��u1; : : : ; ��us) Æ � §ë¢ ¥âáï  â¨ã¢«¥ç¥¨¥¬ â¥§®àëå ¯®«¥© ¯à¨ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬¥ �.� ¤ ç  1.51. �®ª �¨â¥, çâ® íâ¨ ®â®¡à �¥¨ï ï¢«ïîâáï ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¨ â¥§®àëå  «£¥¡à T (M)¨ T (N),   â ª�¥  «£¥¡à �à áá¬   �(M) ¨ �(N).1.13 Ǳ®¤¬®£®®¡à §¨ï £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï�¥®à¥¬  1.11. Ǳãáâì � : N ! M { £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥, p 2 N . �â®¡à �¥¨¥ (��)p : Tp(N) !T�(p)(M) ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  9Up � N9V�(p) � M â ª¨¥, çâ® � ��Up : Up ! V�(p) { ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ®âªàëâëå ¯®¤¬®£®®¡à §¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë ® ¥ï¢ëå äãªæ¨ïå, ¥á«¨ § ¯¨-á âì «®ª «ì®¥ ª®®à¤¨ â®¥ ¢ëà �¥¨¥ ®â®¡à �¥¨ï � ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å «®ª «ìëå ª àâ å. 2�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.33. �« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥ � : N ! M  §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïàë¬ ¢ â®çª¥ p 2 N ,¥á«¨ ¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¢ íâ®© â®çª¥ ¥¢ëà®�¤¥. �â®¡à �¥¨¥ �  §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨ ®®à¥£ã«ïà® ¢ ª �¤®© â®çª¥ ¨§ N , â® ¥áâì8p 2 N ) ker(��)p = f0gǱ à  (N; �) ¢ íâ®¬ á«ãç ¥  §ë¢ ¥âáï ¯®£àã�¥ë¬ ¢ M ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ ¢ M . � íâ®¬ á«ãç ¥ �(N) á«¥¤ã¥â ¨§ N áâàãªâãàã £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï, â®¯®«®£¨ï ª®â®à®£®, ®¤ ª®, ¬®�¥â ®â«¨ç âìáï ®ââ®¯®«®£¨¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ®© ¢«®�¥¨¥¬ �(N) � M .� ª®¥æ, ¥á«¨ (N; �) { ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ ¢ M , ¯à¨ç¥¬ ®â®¡à �¥¨¥ � ®âªàëâ® (â® ¥áâì ®¡à § ª -�¤®£® ®âªàëâ®£® ¢ N ¯®¤¬®�¥áâ¢  ®âªàëâ ¢ ¨¤ãæ¨à®¢ ®©   �(N) � M â®¯®«®£¨¨), ¯ à  (N; �) §ë¢ ¥âáï ¢«®�¥ë¬ ¢ M ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬,   ®â®¡à �¥¨¥ �  §ë¢ ¥âáï ¢«®�¥¨¥¬. � íâ®¬ á«ã-ç ¥ � { £®¬¥®¬®àä¨§¬   ®¡à §, á ¡�¥ë© ¨¤ãæ¨à®¢ ®© â®¯®«®£¨¥©,   § ç¨â, â®¯®«®£¨ï �(N)ª ª £« ¤ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï á®¢¯ ¤ ¥â á â®¯®«®£¨¥©, ¨¤ãæ¨à®¢ ®© ¢«®�¥¨¥¬ �(N)� M .1.14 � á¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ¨â¥£à¨àã¥¬®áâìǱãáâì M { n-¬¥à®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.34. � á¯à¥¤¥«¥¨¥¬   M  §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬®¤ã«ì D ¬®¤ã«ï X (M). � á¯à¥¤¥«¥¨¥D  §ë¢ ¥âáï r-¬¥àë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â  â« á   ¬®£®®¡à §¨¨ M , ¢ ª �¤®© ª àâ¥ (U;') ª®â®à®£®D jU = fX jU ; X 2 Dg ¥áâì á¢®¡®¤ë© ¬®¤ã«ì á r ®¡à §ãîé¨¬¨, ï¢«ïîé¨¬¨áï ¢¥ªâ®àë¬¨ ¯®«ï¬¨,«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¢ ª �¤®© â®çª¥ ¬®£®®¡à §¨ï M . �á«¨ íâ¨ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ®¯à¥¤¥«¥ë  ¬®£®®¡à §¨¨ M £«®¡ «ì®, à á¯à¥¤¥«¥¨¥  §ë¢ ¥âáï ¯ à ««¥«¨§ã¥¬ë¬. �®£®®¡à §¨¥ M  §ë¢ ¥â-áï ¯ à ««¥«¨§ã¥¬ë¬, ¥á«¨ ¯ à ««¥«¨§ã¥¬ ¬®¤ã«ì X (M).� ¤ ¨¥ r-¬¥à®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï   ¬®£®®¡à §¨¨ M à ¢®á¨«ì® § ¤ ¨î á¥¬¥©áâ¢  fDp �Tp(M)jdimDp = rgp2M ¯®¤¯à®áâà áâ¢, â ª®£® çâ® ¢ ª �¤®© ª àâ¥ (U;') ¥ª®â®à®£®  â« á  áãé¥áâ¢ã-¥â á¨áâ¥¬  (X1; : : : ; Xr) � X (U) £« ¤ª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©   U , â ª ï, çâ® Dp = L((X1)p; : : : ; (Xr)p),p 2 U . �â¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢   §ë¢ îâáï ¨â¥£à «ìë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï, ª àâë ãª § -®£®  â« á   §ë¢ îâáï ¤®¯ãáâ¨¬ë¬¨ ª àâ ¬¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï D,   á¨áâ¥¬  (X1; : : : ; Xr) { «®ª «ìë¬¡ §¨á®¬ à á¯à¥¤¥«¥¨ï D.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.35. � á¯à¥¤¥«¥¨¥ D  §ë¢ ¥âáï ¨¢®«îâ¨¢ë¬, ¥á«¨ D { ¯®¤ «£¥¡à  �¨  «£¥-¡àë �¨ X (M), à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¥ R-«¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, â® ¥áâì8X;Y 2 D) [X;Y ℄ 2 D8



�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.36. �®à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬   M  §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬®¤ã«ì C ¬®¤ã«ï X �(M). � ª ¨¢ëè¥, ®¯à¥¤¥«ïîâáï r-¬¥à®¥ ª®à á¯à¥¤¥«¥¨¥.� �¤®¥ ª®à á¯à¥¤¥«¥¨¥ C   ¬®£®®¡à §¨¨ M ¯®à®�¤ ¥â ¨¤¥ «T (C) = ( NXi=1!i ^
ij!i 2 C;
i 2 �(M)) � �(M)�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.37. �¤¥ « T � �(M)  §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ¨¤¥ «®¬, ¥á«¨ d(T ) � T .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.38. Ǳãáâì D { à á¯à¥¤¥«¥¨¥   M . Ǳ®¤¬®¤ã«ìCD = f! 2 �1(M)j!(X) = 0 8X 2 Dg §ë¢ ¥âáï ª®à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬,  áá®æ¨¨à®¢ ë¬ à á¯à¥¤¥«¥¨î D.Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.15. �á«¨ dimD = r, â® dimCD = n� r.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì (X1; : : : ; Xr) { «®ª «ìë© ¡ §¨á à á¯à¥¤¥«¥¨ï D. �®¯®«¨¬ ¥£® ¤®¡ §¨á  (X1; : : : ; Xr; Xr+1; : : : ; Xn) ¬®¤ã«ï X (U), £¤¥ (U;') { á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï «®ª «ì ï ª àâ . Ǳãáâì(!1; : : : ; !n) { ¤ã «ìë© ¡ §¨á. Ǳãáâì ! 2 X �(U) { ¯à®¨§¢®«ì ï 1-ä®à¬ . �®£¤  ! = ai!i, £¤¥ ai =!(Xi). �¬¥¥¬ ! 2 CD , !(X) = 0(X 2 D), ak = !(Xk) = 0 (k = 1; : : : ; r), ! = ar+1!r+1+: : :+an!n.Ǳ®áª®«ìªã ä®à¬ë (!r+1; : : : ; !n) «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¨ ®¡à §ãîâ «®ª «ìë©¡ §¨á ¬®¤ã«ï CD. � ç áâ®áâ¨, dimCD = n� r. 2�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.39. �®ª «ìë© ¡ §¨á  áá®æ¨¨à®¢ ®£® ª®à á¯à¥¤¥«¥¨ï  §ë¢ ¥âáï á¨áâ¥¬®©Ǳä ää  r-¬¥à®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.40. �ã«ïâ®à®¬ à á¯à¥¤¥«¥¨ï D  §ë¢ ¥âáï ¬®�¥áâ¢®AnnD = f
 2 �(M)j
(X1; : : : ; XN) = 0;X1; : : : ; XN 2 Dg�¥®à¥¬  1.12. AnnD = T (CD).�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì 
 2 T (CD) { ä®à¬  áâ¥¯¥¨ s. �®£¤  
 { ª®¥ç ï áã¬¬  ä®à¬ ¢¨¤ ! ^ �, £¤¥ ! 2 CD,   ª �¤ ï â ª ï ä®à¬  ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì   «î¡®¬  ¡®à¥  à£ã¬¥â®¢ ¨§ D.�«¥¤®¢ â¥«ì®, 
 2 AnnD, â® ¥áâì T (CD) � AnnD.�¡à â®, ¯ãáâì 
 2 AnnD { s-ä®à¬ . Ǳãáâì (!1; : : : ; !n�r) { á¨áâ¥¬  Ǳä ää  à á¯à¥¤¥«¥¨ïD. �®¯®«¨¬ ¥¥ ¤® ¡ §¨á  ¬®¤ã«ï �1(U) ä®à¬ ¬¨ (�1; : : : ; �r). Ǳãáâì (X1; : : : ; Xn) { ¤ã «ìë© ¡ §¨á,¯à¨ç¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï ¢ë¡à ë â ª, çâ® (X1; : : : ; Xr) { «®ª «ìë© ¡ §¨á à á¯à¥¤¥«¥¨ï D. �¬¥¥¬, ¤ «¥¥,
 jU = 
i1:::is�i1 ^ : : :^ �is +�i1 :::is!i1 ^ �i2 ^ : : :^ �is£¤¥ �i2; : : : ; �is { í«¥¬¥âë ¯®áâà®¥®£® ¡ §¨á . � ª¨¬ ®¡à §®¬,
 jU = 
i1 :::is�i1 ^ : : :^ �is +� jU ; � 2 T (CD)¨ ¯®áª®«ìªã T (CD) � AnnD, â® 
i1:::is�i1^: : :̂ �is 2 AnnD jU . �«¥¤®¢ â¥«ì®, 
i1:::is = 
(Xi1; : : : ; Xis) =0 ¯® ¢á¥¬  ¡®à ¬ ¨¤¥ªá®¢, ¯à®¡¥£ îé¨å § ç¥¨ï ®â 1 ¤® r, ¨, § ç¨â, 
 = � 2 T (CD), â® ¥áâìAnnD � T (CD), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® AnnD = T (CD). 2�¥®à¥¬  1.13. � á¯à¥¤¥«¥¨¥ D ¨¢®«îâ¨¢® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨¤¥ «, ¯®à®�¤¥ë© áá®æ¨¨à®¢ ë¬ ª®à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ CD, ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ¨¤¥ «®¬.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì D { ¨¢®«îâ¨¢®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥   M . �â®¡ë ¤®ª § âì, çâ® T (CD)ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ¨¤¥ «®¬, ¢ á¨«ã ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì, çâ® d(CD) �AnnD. �á«¨ ! 2 CD, â® d!(X; Y ) = X!(Y )� Y !(X)� !([X;Y ℄) = 0 ¤«ï X;Y 2 D, â® ¥áâì d(CD) �AnnD.�¡à â®, ¯ãáâì ¢ë¯®«¥® á®®â®è¥¨¥ d(CD) � AnnD ¨ X;Y 2 D, ! 2 CD. �®£¤  0 = d!(X;Y ) =X!(Y )� Y !(X)� !([X;Y ℄), á«¥¤®¢ â¥«ì®, !([X;Y ℄) = 0 (X;Y 2 D). � ç áâ®áâ¨, íâ® á®®â®è¥¨¥¢¥à® ¤«ï ä®à¬ Ǳä ää  à á¯à¥¤¥«¥¨ï D, â® ¥áâì [X;Y ℄k = !k([X;Y ℄) = 0, k = r + 1; : : : ; n, â® ¥áâì¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ [X;Y ℄ «®ª «ì® à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¯® «®ª «ì®¬ã ¡ §¨áã (X1; : : : ; Xr) à á¯à¥¤¥«¥¨ï D,â® ¥áâì [X;Y ℄ 2 D, ¥á«¨ X; Y 2 D, â® ¥áâì D { ¨¢®«îâ¨¢®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥. 2�«¥¤áâ¢¨¥. Ǳãáâì f!�g { á¨áâ¥¬  Ǳä ää  à á¯à¥¤¥«¥¨ï D. �®£¤  D ¨¢®«îâ¨¢® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª®â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  d!� = !�� ^ !� ; !�� � �1(U) (7)9



£¤¥ U � M { ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï á¨áâ¥¬ë Ǳä ää . 2�à ¢¥¨ï (7) ¨®£¤   §ë¢ îâ áâàãªâãàë¬¨ ãà ¢¥¨ï¬¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï D.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.41. Ǳãáâì D { r-¬¥à®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥   ¬®£®®¡à §¨¨ M . Ǳ®¤¬®£®®¡à §¨¥N � M  §ë¢ ¥âáï ¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ à á¯à¥¤¥«¥¨ï D, ¥á«¨ X (N) � D jN , ¨  §ë¢ ¥âáï¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨, ¥á«¨ X (N) = D jN . � á¯à¥¤¥«¥¨¥  -§ë¢ ¥âáï ¢¯®«¥ ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬, ¥á«¨ ç¥à¥§ ª �¤ãî â®çªã ¬®£®®¡à §¨ï M ¯à®å®¤¨â ¨â¥£à «ì®¥¬®£®®¡à §¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨.� § ª«îç¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ ¤¢¥ ¢ �ë¥ â¥®à¥¬ë ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .�¥®à¥¬  1.14. (�à®¡¥¨ãá )� á¯à¥¤¥«¥¨¥   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ¢¯®«¥ ¨â¥£à¨àã¥¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¨¢®-«îâ¨¢®.�¥®à¥¬  1.15. Ǳãáâì f : N ! M { £« ¤ª®¥ ®â®¡à �¥¨¥, â ª®¥, çâ® f(N) � '(P ), £¤¥ (P;') {¨â¥£à «ì®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨ ¨¢®«îâ¨¢®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï   ¬®£®®¡à -§¨¨ M . �®£¤  ®â®¡à �¥¨¥ f , à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª ®â®¡à �¥¨¥ ¨§ N ¢ P , â® ¥áâì ®â®¡à �¥¨¥'�1 Æ f : N ! P , ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬. � ç¥ £®¢®àï, ¥áâ¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¥® ®â®¡à �¥¨¥~f : N ! P , â ª®¥, çâ® ¤¨ £à ¬¬  N ~f�! Pf # # 'M = Mª®¬¬ãâ â¨¢ .1.15 �®ª «ìë¥ ¯®â®ª¨   ¬®£®®¡à §¨¨Ǳà®áâ¥©è¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ à á¯à¥¤¥«¥¨©   ¬®£®®¡à §¨¨ á«ã� â ®¤®¬¥àë¥ à á¯à¥¤¥«¥¨ï. ǱãáâìD1 { ®¤®¬¥à®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M .Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.16. �¤®¬¥à®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢á¥£¤  ¨¢®«îâ¨¢® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ á¨«ãâ¥®à¥¬ë �à®¡¥¨ãá  ¢á¥£¤  ¢¯®«¥ ¨â¥£à¨àã¥¬®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì X;Y 2 D1. �¨ªá¨àã¥¬ â®çªã p 2M . Ǳãáâì e { «®ª «ìë© ¡ §¨á ¬®¤ã«ïD1 ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U â®çª¨ p. �®£¤  X jU = fe, Y jU = ge, f; g 2 C1(U). �«¥¤®¢ â¥«ì®,[X;Y ℄ jU = [X jU ; Y jU ℄ = (f � e(g)� g � e(f)) e 2 D jU . � ç áâ®áâ¨, [X;Y ℄p 2 D1p, (p 2 M),   § ç¨â,[X;Y ℄ 2 D1. 2Ǳãáâì M { n-¬¥à®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, X 2 X (M). Ǳãáâì (U; ') { «®ª «ì ï ª àâ    Má ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p 2 M . Ǳãáâì ¢ íâ®© ª àâ¥ '(p) = (x10; : : : ; xn0),X jU = Xi ��xi .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.42. �®çª  p 2 M  §ë¢ ¥âáï ®á®¡®© â®çª®© ¨«¨ ®á®¡¥®áâìî ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ïX 2 X (M), ¥á«¨ Xp = 0.�ç¥¢¨¤®, á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ®á®¡ëå â®ç¥ª ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬ ¬®�¥áâ¢®¬,  á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥£® ¤®¯®«¥¨¥ M0 { ®âªàëâë¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ ¬®£®®¡à §¨ï M , ª®â®à®¥ ¬ë §®¢¥¬ ¥®á®¡ë¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬. �¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â   ¬®£®®¡à §¨¨ M0®¤®¬¥à®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ D1 = ffXjf 2 C1(M)g. Ǳ® ¤®ª § ®¬ã, íâ® à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨¢®«îâ¨¢®.�¯®«¥ ¨â¥£à¨àã¥¬®áâì íâ®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ �®è¨:( dxidt = Xi(x1; : : : ; xn);xi(0) = xi0; i = 1; : : : ; n (8)� áá¬®âà¨¬ íâ®â ¢®¯à®á ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®.�¥®à¥¬  1.16. � ¤ ¨¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X 2 X (M)   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M à ¢®á¨«ì®§ ¤ ¨î £« ¤ª®£® ®â®¡à �¥¨ï�X :M � (�t(p); t(p))! M ; (�t(p); t(p))� R; p 2 M®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® á¢®©áâ¢ ¬¨1) �X(p;0) = p; 2) ddt�X(p; t) = X�X(p;t) (9)10



�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì x(t) = fx1(t); : : : ; xn(t)g � xi"i { à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ �®è¨ (8). �¤¥áì f"ig {ª ®¨ç¥áª¨© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢ Rn. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯ãáâì (V; ) { ¤àã£ ï ª àâ    ¬®£®®¡à §¨¨M á ª®®à¤¨ â ¬¨ f~x1(t); : : : ; ~xn(t)g, ¢ ª®â®à®©  (p) = f~x10(t); : : : ; ~xn0(t)g, X jV = ~Xi ��~xi . �®®â¢¥âáâ¢ã-îé ï § ¤ ç  �®è¨ ¢ íâ®© ª àâ¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤( d~xidt = ~Xi(~x1; : : : ; ~xn);~xi(0) = ~xi0; i = 1; : : : ; n (10)Ǳãáâì ~x(t) = ~xi"i { à¥è¥¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ �®è¨. � ¤àã£®© áâ®à®ë, à áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨îy(t) =  Æ '�1(x(t)). Ǳ® ¯à ¢¨«ã ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï á«®�®© äãªæ¨¨ ¨¬¥¥¬ dyi(t)dt = �~xi�xj ���x(t) dxj(t)dt =�~xi�xj ���x(t) Xj('�1 Æ x(t)) = ~Xi( �1 Æ  Æ '�1(x(t))) = ~Xi( �1y(t))Ǳà¨ íâ®¬ y(0) =  Æ��1x(0)) =  (p) = ~x(0). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨ ~x(t) ¨ y(t) ï¢«ïîâáï à¥è¥-¨ï¬¨ ®¤®© ¨ â®© �¥ § ¤ ç¨ �®è¨. � á¨«ã â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨�®è¨ íâ¨ à¥è¥¨ï á®¢¯ ¤ îâ (¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨  ç «ì®© â®çª¨), § ç¨â, ~x(t) =  Æ ��1x(t)¤«ï ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå t 2 R. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ëà �¥¨¥ �X(p; t) = ��1(x(t)) ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ -«ëå t ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì®© ª àâë. �® § ¤ ¥â ®â®¡à �¥¨¥ �X : M � (�t(p); t(p))! M ,£¤¥ ¨â¥à¢ « (�t(p); t(p)) ¢å®¤¨â ¢ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ �®è¨. � á¨«ã â¥®à¥¬ë ®£« ¤ª®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ �®è¨ ®â  ç «ìëå ãá«®¢¨© ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï x(t) £« ¤ª® § -¢¨á¨â ®â ¯¥à¥¬¥ëå (x10; : : : ; xn0),   § ç¨â, ®â®¡à �¥¨¥ �X £« ¤ª® § ¢¨á¨â ®â ¢á¥å  à£ã¬¥â®¢,â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬. �®ª �¥¬, çâ® ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨ï¬, ãª § ë¬ ¢ â¥®à¥¬¥.�®-¯¥à¢ëå, �X(p;0) = ��1x(0) = p. �®-¢â®àëå, ddt jt=� �X(p; t) = ddt jt=� ��1x(t) = ��1� ddt jt=� x(t) =��1� ddt jt=� (xi(t)"i) == ��1� �Xi(x(t))"i� = r�1' (Xi(x(t))"i) = X�X (p;�). �ç¥¢¨¤®, çâ® § ¤ ç  �®è¨ (8) ï¢«ï¥âáï ª®®à¤¨ â-ë¬ ¢ëà �¥¨¥¬ á®®â®è¥¨ï (9), ¨ ¯®áª®«ìªã § ¤ ç  �®è¨ ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢¥ªâ®à-äãªæ¨îx(t), á®®â®è¥¨ï (9) ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ïîâ ®â®¡à �¥¨¥ �X . �®«¥¥ â®£®, ¨§ (9) á«¥¤ã¥â, çâ®ddt jt=0 �X(p; t) = �X(p; 0) = Xp; (p 2 M)¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ®â®¡à �¥¨î �X . 2�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.43. �â®¡à �¥¨¥ �X : M � (�t(p); t(p)) ! M , ¯®áâà®¥®¥ ¢ëè¥  §ë¢ ¥âáï«®ª «ìë¬ ¯®â®ª®¬, ¯®à®�¤¥ë¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬ X.Ǳãáâì �X { «®ª «ìë© ¯®â®ª   ¬®£®®¡à §¨¨ M . �¨ªá¨àãï â®çªã p 2 M , ¯®«ãç¨¬ £« ¤ª®¥®â®¡à �¥¨¥ (£« ¤ªãî ªà¨¢ãî) �(t) : (�t(p); t(p))! M , ®¯à¥¤¥«¥ãî ä®à¬ã«®© �(t) = �X(p; t). �§¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã¥â, çâ® íâ  ªà¨¢ ï ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨ï¬¨1)�(0) = p; 2) d�(t)dt = X�(t) (11)� ç áâ®áâ¨,   ¥®á®¡®¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¨M0 ®â®¡à �¥¨¥ � ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïàë¬,   ¯ à  ((�t(p); t(p)); �){ ¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ à á¯à¥¤¥«¥¨ï D1, ¯à®å®¤ïé¨¬ ç¥à¥§ â®çªã p. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¥-à¥§ ª �¤ãî â®çªã ¬®£®®¡à §¨ïM0 ¯à®å®¤¨â ¨â¥£à «ì®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨à á¯à¥¤¥«¥¨ï D1, ¯à®å®¤ïé¥¥ ç¥à¥§ â®çªã p, â® ¥áâì áã�¥¨¥ íâ®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï   M0 ¢¯®«¥¨â¥£à¨àã¥¬®.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.44. Ǳ®áâà®¥ ï ªà¨¢ ï �(t) = �X(p; t)  §ë¢ ¥âáï âà ¥ªâ®à¨¥© ¨«¨ ¨â¥-£à «ì®© ªà¨¢®© ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X (¨«¨ ¯®â®ª  �X) á  ç «®¬ ¢ â®çª¥ p. �à ¥ªâ®à¨ï  §ë¢ ¥âáï¬ ªá¨¬ «ì®©, ¥á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬ ¢á¥å âà ¥ªâ®à¨© ¯®«ï X, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ â®çªã p.Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.17. �® ¢¢¥¤¥ëå ®¡®§ ç¥¨ïå1) �X(�X(p; t1); t2) = �X(p; t1+ t2);2) �X(p; t) = �X(p; t)¤«ï ¢á¥å t1; t2; t;  2R, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥îâ á¬ëá« ®¡¥ ç áâ¨ â®�¤¥áâ¢ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. � ä¨ªá¨àã¥¬ t1 ¨ ¯®«®�¨¬ t2 = t. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï �(t) = �X(�X(p; t1); t),�(t) = �X(p; t1 + t). �®ª �¥¬, çâ® íâ¨ äãªæ¨¨ ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨ ®¤®© ¨ â®© �¥ § ¤ ç¨ �®è¨,§ ¯¨á ®© ¢ ¢¨¤¥ (11). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, �(0) = �X(�X(p; t1);0) = �X(p; t1), �(0) = �X(p; t1), â® ¥áâì�(0) = �(0). � «¥¥, ¢ á¨«ã (9) d�(t)dt = X�X (�X(p;t1);t) = X�, £¤¥ �(t) { âà ¥ªâ®à¨ï á  ç «®¬ ¢ â®ç-ª¥ �X(p; t1) ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X. �¡®§ ç¨¬ t + t1 = � . �®£¤  d�(t)dt = d�(�(t))dt � d�dt = dd��X(p; �) =11



X�X(p;�) = X�X (p;t1+t) = X�(t), â® ¥áâì �(t) { âà ¥ªâ®à¨ï â®£® �¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï á â¥¬ �¥  ç «®¬.� á¨«ã ¤®ª § ®© ¢ëè¥ â¥®à¥¬ë ®¡¥ âà ¥ªâ®à¨¨ á®¢¯ ¤ îâ ¢ ®¡é¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï, â® ¥áâì�(t) � �(t).2. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï �(t) = �X(p; t), �(t) = �X(p; t). �¬¥¥¬, ª ª ¨ ¢ëè¥, �(0) = p, �(0) = p(¤®ª �¨â¥). �à®¬¥ â®£®, ®¡®§ ç¨¢ t = � , ¯®«ãç¨¬ d�(t)dt = d�(�(t))d� d�dt = d�(�(t))d� =  dd��X(p; �) =X�X(p;t); d�(t)dt = X�(t). � ç¨â, �(t) ¨ �(t) { âà ¥ªâ®à¨¨ ®¤®£® ¨ â®£® �¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X á®¤¨ ª®¢ë¬  ç «®¬, á«¥¤®¢ â¥«ì®, �(t) � �(t) ¢ ®¡é¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.18. Ǳãáâì X 2 X (M), ' :M ! M { ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬. �®£¤ �'�X(p; t) = ' Æ�X('�1p; t)�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï �(t) = �'�X(p; t), �(t) = ' Æ�X('�1p; t). �¬¥¥¬ �(0) = p,�(0) = ' Æ '�1(p) = p, â® ¥áâì �(0) = �(0). �à®¬¥ â®£®, ddt�(t) = ddt�'�X(p; t) = ('�X)�'�X(p;t) =('�X)�(t); ddt�(t) = '� � ddt�X('�1p; t)� = '�(X�X('�1p;t)) = ('�X)'Æ�X('�1p;t) = ('�X)�(t). � ª¨¬®¡à §®¬, �(t) ¨ �(t) { âà ¥ªâ®à¨¨ ®¤®£® ¨ â®£® �¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï '�X á ®¤¨ ª®¢ë¬  ç «®¬,  § ç¨â, ®¨ á®¢¯ ¤ îâ ¢ ®¡é¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. 2Ǳãáâì �X { «®ª «ìë© ¯®â®ª   ¬®£®®¡à §¨¨ M . �¨ªá¨àãï ç¨á«® t0 2 R, ¯®«ãç¨¬ ®â®¡à �¥¨¥Ft0 :Mt0 ! M , ®¯à¥¤¥«¥®¥   ¬®�¥áâ¢¥Mt0 = fp 2 M : jt(p)j> jt0jg (12)ä®à¬ã«®© Ft0(p) = �X(p; t0). � ¬¥â¨¬, çâ® Mt0 � M { ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¨§â¥®à¥¬ë ® ¥¯à¥àë¢®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥¨© § ¤ ç¨ �®è¨ ®â  ç «ìëå ãá«®¢¨© á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï«î¡®© â®çª¨ p 2 Mt0 áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâì Up ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«®�¨â¥«ì® ç¨á«® "(p) â ª®¥, çâ®à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ �®è¨ (8) á  ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨ ¨§ '(Up) ®¯à¥¤¥«¥® ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¢ ¨â¥à¢ «¥(�"(p); "(p)), á®¤¥à� é¨¬ ¨â¥à¢ « (�t0; t0),   § ç¨â, Up � Mt0 . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®Mt0 { ®âªàëâ®¥¯®¤¬®�¥áâ¢® ¢ M . �â®¡à �¥¨¥ Ft0 £« ¤ª® ¢ á¨«ã £« ¤ª®áâ¨ ¯®â®ª  �X . �à®¬¥ â®£®, ¨§ á¢®©áâ¢«®ª «ì®£® ¯®â®ª  ¨¬¥¥¬ 1)F0 = id; 2)Ft1+t2 = Ft1 ÆFt2¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¨ ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥ëå t1, t2, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥îâ á¬ëá« ®¡¥ç áâ¨ à ¢¥áâ¢ . �§ íâ®£®, ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® ®â®¡à �¥¨ï Ft0 áãé¥áâ¢ã¥â ®¡à â-®¥ F�1t0 = F�t0, § ç¨â, ®â®¡à �¥¨¥ Ft0 ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ®âªàëâ®£® ¯®¤¬®£®®¡à §¨ïMt0 .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.45. �¥¬¥©áâ¢® fFtg, t 2 R ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ®âªàëâëå ¯®¤¬®£®®¡à §¨© Mt,t 2R,  §ë¢ ¥âáï «®ª «ì®© ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯®© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®£®®¡à §¨ï M .� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ (12) á«¥¤ã¥â, çâ® jt1j < jt2j ) Mt2 � Mt1 (13)�á®¡ë© ¨â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á«ãç ©, ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® t0 â ª®¥, çâ® Mt0 = M . � íâ®¬ á«ãç ¥®â®¡à �¥¨¥ �X ®¯à¥¤¥«¥® ¯® ¬¥ìè¥© ¬¥à¥ ¢ ®¡« áâ¨ W = M � (�t0; t0), ¯à¨ç¥¬ ¨§ (13) á«¥¤ã¥â,çâ® ¤«ï «î¡®£® t 2 (�t0; t0) ®â®¡à �¥¨¥ Ft : M ! M { ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬. �®«¥¥ â®£®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥,¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®�¥¨¥ 1.15 ¬®�® ¤®ª § âì, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ �X ®¯à¥¤¥«¥®   ¢á¥¬ ¬®£®®¡à §¨¨M �R.� ¬¥â¨¬, çâ® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ® â®¬, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ �X ®¯à¥¤¥«¥®   ¢á¥¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M �Rà ¢®á¨«ì® ãâ¢¥à�¤¥¨î ® â®¬, çâ® ¢á¥ ¬ ªá¨¬ «ìë¥ âà ¥ªâ®à¨¨ ¯®â®ª  �X ®¯à¥¤¥«¥ë   ¢á¥©ç¨á«®¢®© ®á¨,   â ª�¥ ãâ¢¥à�¤¥¨î ® â®¬, çâ® ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤® ¨§ ®â®¡à �¥¨© Ft(t 6= 0), ( § ç¨â, ¨ ¢á¥ ®â®¡à �¥¨ï fFtgt2R) ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï M . � á¢ï§¨ á íâ¨¬¢¢¥¤¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.46. �¥ªâ®à®¥ ¯®«¥   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M  §ë¢ ¥âáï ¯®«ë¬, ¥á«¨ «î¡ ï¥£® ¬ ªá¨¬ «ì ï âà ¥ªâ®à¨ï ®¯à¥¤¥«¥    ¢á¥© ç¨á«®¢®© ®á¨. � íâ®¬ á«ãç ¥ «®ª «ìë© ¯®â®ª ¨«®ª «ì ï £àã¯¯  ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®£®®¡à §¨ï, ¯®à®�¤¥ë¥ íâ¨¬ ¯®«¥¬,  §ë¢ îâáï £«®¡ «ìë¬¯®â®ª®¬ ¨ £«®¡ «ì®© £àã¯¯®© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ á®®â¢¥âáâ¢¥®.� ¬¥â¨¬, çâ®   ®¤®¬ ¨ â®¬ �¥ ¬®£®®¡à §¨¨ ¬®£ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì ª ª ¯®«ë¥, â ª ¨ ¥ ¯®«ë¥¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï. �¤ ª® áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®áâ®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ãá«®¢¨¥, £ à â¨àãîé¥¥ ¯®«®âã «î¡®£®¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï   ¤ ®¬ ¬®£®®¡à §¨¨. 12



�¥®à¥¬  1.17. �áïª®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X   ª®¬¯ ªâ®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M ¯®«®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¬ë ã�¥ ®â¬¥â¨«¨ ¢ëè¥, ¨§ â¥®à¥¬ë ® ¥¯à¥àë¢®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥¨©§ ¤ ç¨ �®è¨ ®â  ç «ìëå ãá«®¢¨© á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p 2 Mt0 áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâìUp ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«®�¨â¥«ì® ç¨á«® "(p) â ª®¥, çâ® à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ �®è¨ (8) á  ç «ìë¬¨ ¤ ë-¬¨ ¨§ '(Up) ®¯à¥¤¥«¥® ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¢ ¨â¥à¢ «¥ (�"(p); "(p)). � áá¬®âà¨¬ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥¬®£®®¡à §¨ï M â ª¨¬¨ ®ªà¥áâ®áâï¬¨ Up, p 2 M . � á¨«ã ª®¬¯ ªâ®áâ¨ ¬®£®®¡à §¨ï, ¨§ íâ®£®¯®ªàëâ¨ï ¬®�® ¢ë¤¥«¨âì ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥ fU1; : : : ; UNg. Ǳãáâì f"1; : : : ; "ng { ª®áâ âë, ®â¢¥-ç îé¨¥ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¬ í«¥¬¥â ¬ íâ®£® ¯®ªàëâ¨ï. �¡®§ ç¨¬ " = minf"1; : : : ; "ng. �â®¡à �¥¨¥�X ®¯à¥¤¥«¥®   ª �¤®© ¨§ ®¡« áâ¥© Uk � (�"; "); k = 1; : : : ; N ,   § ç¨â, ¨   ¨å ®¡ê¥¤¨¥¨¨, â®¥áâì   M � (�"; "). Ǳ® ®â¬¥ç¥®¬ã ¢ëè¥ ®â®¡à �¥¨¥ �X ®¯à¥¤¥«¥®   ¢á¥¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M �R.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®â®ª �X £«®¡ «ìë©,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¬ã ¯®«¥ X { ¯®«®¥. 2� § ª«îç¥¨¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® âà ¥ªâ®à¨¨ ¯®â®ª    ¥®á®¡®¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¨, ¡ã¤ãç¨ à¥£ã«ïà-ë¬¨ ®â®¡à �¥¨ï¬¨, ï¢«ïîâáï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯®£àã�¥ë¬¨ ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï¬¨. �¤ ª®, ¡ã¤ãç¨¨â¥£à «ìë¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨ ®¤®¬¥à®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï, ®¨ ¥ ¬®£ãâ á ¬®¯¥à¥á¥ª âìáï,   ¬®£ãâ«¨èì § ¬ëª âìáï. �®«¥¥ â®£®, á¯à ¢¥¤«¨¢®Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.19. � ªá¨¬ «ìë¥ âà ¥ªâ®à¨¨ £«®¡ «ì®£® ¯®â®ª , ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¯®¤¬®£®-®¡à §¨ï¬¨, ï¢«ïîâáï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ªà¨¢ë¬¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì �(t) { ¬ ªá¨¬ «ì ï âà ¥ªâ®à¨ï ¯®â®ª  �X   ¬®£®®¡à §¨¨ M á  -ç «®¬ ¢ â®çª¥ p. �â  âà ¥ªâ®à¨ï ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®â®-¡à �¥¨¥ � ¥ ï¢«ï¥âáï ¨ê¥ªâ¨¢ë¬,   § ç¨â, áãé¥áâ¢ãîâ ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á«  t0; T 2 R â ª¨¥,çâ® �(t0) = �(t0 + T ). �® â®£¤  ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢ «®ª «ìëå ¯®â®ª®¢ ¨¬¥¥¬ �(t + T ) = �X(p; t+ T ) =�X(p; t0+T+t�t0) = �X(�X(p; t0+T ); t�t0) = �X(�(t0); t�t0) = �(p; t0+t�t0) = �(t). �«¥¤®¢ â¥«ì®,�(t) { ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ªà¨¢ ï á ¯¥à¨®¤®¬ T . 21.16 �¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ �¨�á®¢ ï âàã¤®áâì ¯®áâà®¥¨ï ¨¢ à¨ â®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ¨áç¨á«¥¨ï   ¬®£®®¡à §¨ïå § -ª«îç ¥âáï ¢ ¥¢®§¬®�®áâ¨ ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ®â®�¤¥áâ¢¨âì ª á â¥«ìë¥ ¯à®áâà áâ¢  ª ¬®£®-®¡à §¨î ¢ à §«¨çëå ¥£® â®çª å,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ãâà¥¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¨âì ¯ à ««¥«ìë© ¯¥-à¥®á £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ¨§ ®¤®© â®çª¨ ¬®£®®¡à §¨ï ¢ ¤àã£ãî. �âã âàã¤®áâì ¬®�® ®¡®©â¨,ä¨ªá¨àãï   ¬®£®®¡à §¨¨ ¥ª®â®àë¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ áâàãªâãàë. Ǳà®áâ¥©èãî ¢®§¬®�®áâì â ª®£®à®¤  ¤ ¥â ä¨ªá æ¨ï   ¬®£®®¡à §¨¨ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï,   § ç¨â, ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¥¬ã «®ª «ì®©®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®£®®¡à §¨ï.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.47. Ǳãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, X { ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥   M , fFtg { á®®â¢¥â-áâ¢ãîé ï ¥¬ã «®ª «ì ï ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®£®®¡à §¨ï, T { â¥§®à®¥¯®«¥ â¨¯  (r; s)   M . Ǳà®¨§¢®¤®© �¨ â¥§®à®£® ¯®«ï T ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X  §ë¢ -¥âáï â¥§®à®¥ ¯®«¥ LXT   M , ¢ ª �¤®© â®çª¥ p 2 M ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ä®à¬ã«®©(LXT )p = limt!0 1t �(F�t)�TFt(p) � Tp� (14)�¯¥à â®à LX : T (M) ! T (M), á®¯®áâ ¢«ïîé¨© â¥§®à®¬ã ¯®«î T 2 T (M) â¥§®à®¥ ¯®«¥ LXT , §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï �¨ ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X.� ¬¥â¨¬, çâ® â®�¤¥áâ¢® (14) ¬®�® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥LXT = limt!0 1t ((F�t)�T � T ) (15)�«¨, § ¬¥ïï t   �t ¢ ¢¨¤¥ LXT = limt!0 1t (T � (Ft)�T ) (16)Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.20. �¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï �¨ ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ â¥§®à®© «£¥¡àë ¬®£®®¡à §¨ï, á®åà ïîé¨¬ â¨¯ â¥§®à®¢ ¨ ¯¥à¥áâ ®¢®çë¬ á® á¢¥àâª ¬¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®, çâ® ®¯¥à â®à LXT á®åà ï¥â â¨¯ â¥§®à®¢ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �®, çâ® íâ®â ®¯¥à â®à ¯¥à¥áâ ®¢®ç¥ á ®¯¥à â®à ¬¨ á¢¥àâª¨, â® ¥áâì C(i)(j) Æ LX =LX Æ C(i)(j) «¥£ª® á«¥¤ã¥â ¨§ á®®â®è¥¨ï à ¢®á¨«ì®£® ®¯à¥¤¥«¥¨î á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® ®¯¥à â®àá¢¥àâª¨ ¯¥à¥áâ ®¢®ç¥ á ®¯¥à â®à®¬ ã¢«¥ç¥¨ï ¨ ¢§ïâ¨ï ¯à¥¤¥« .13



Ǳãáâì T1, T2 { â¥§®àë¥ ¯®«ï   ¬®£®®¡à §¨¨ M . Ǳ®áª®«ìªã (Ft)� { ¨§®¬®àä¨§¬ â¥§®à®©  «£¥¡àë¬®£®®¡à §¨ï, ¨¬¥¥¬ (Ft)�(T1 
 T2) = (Ft)�(T1)
 (Ft)�(T2)�á¯®«ì§ãï íâ® â®�¤¥áâ¢® á ãç¥â®¬ (16) ¯®«ãç¨¬ LX(T1 
 T2) = limt!0 1t (T1 
 T2 � (Ft)�(T1 
 T2)) =limt!0 1t (T1
T2�(Ft)�(T1)
T2+(Ft)�(T1)
T2�(Ft)�(T1)
(Ft)�(T2)) = limt!0 1t ((T1 � (Ft)�T1)
 T2)+limt!0 ((Ft)�(T1)
 (T2� (Ft)�(T2)) = LX(T1)
 T2 + T1 
LX(T2). �«¥¤®¢ â¥«ì®, LX { ¤¨ää¥à¥æ¨à®-¢ ¨¥ â¥§®à®©  «£¥¡àë ¬®£®®¡à §¨ï. 2�¥¬¬  1.2. Ǳãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, X 2 X (M), fFtg { á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï «®ª «ì ï®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®£®®¡à §¨ï M . �®£¤  ¤«ï «î¡®© £« ¤ª®© äãªæ¨¨f 2 C1(M) ¨¬¥¥¬ X(f) = limt!0 1t (f Æ Ft� f)�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì p 2 M , (U;') { «®ª «ì ï ª àâ    M á ª®®à¤¨ â ¬¨ (x1; : : : ; xn) ¢®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p. �¬¥¥¬ Xp(f) = �f�xi jp Xip¨ ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë ® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨ á«®�®© äãªæ¨¨, Xp(f) = �f�xi jp dxidt jt=0 = ddt jt=0 f Æ�X(p; t) =ddt jt=0 f ÆFt(p) = limt!0(f Æ Ft(p)� f Æ F0(p)) = limt!0(f ÆFt(p)� f(p)) ¤«ï «î¡®© p 2M . 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.21. � â¥å �¥ ®¡®§ ç¥¨ïå LX(f) = X(f).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã (15) ¨¬¥¥¬ LX(f) = limt!0 1t ((F�t)�f � f) = limt!0((F�1t )�f � f) =limt!0 1t (F �t f � f) = limt!0 1t (f Æ Ft� f) = X(f). 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.22. Ǳãáâì f { ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï   ç¨á«®¢®© ®á¨, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¨ £« ¤ª ï ¢¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U ã«ï, ¯à¨ç¥¬ f(0) = 0. �®£¤  äãªæ¨ï g(t) = f(t)t , ¤®®¯à¥¤¥«¥ ï ¢ ã«¥ ¯®¥¯à¥àë¢®áâ¨, ¡ã¤¥â £« ¤ª®© ¢ â®© �¥ ®ªà¥áâ®áâ¨ ã«ï, ¯à¨ç¥¬ f 0(0) = g(0).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨ªá¨àãï t 6= 0, ¡ã¤¥¬ ¨áå®¤¨âì ¨§ ®ç¥¢¨¤®£® à ¢¥áâ¢  f(t) = R t0 f 0(u)du.� §¤¥«¨¬ ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢    t:f(t)t = Z t0 f 0(u)d�ut��¡®§ ç¨¬ ut = s. �®£¤  u = t � s,   § ç¨â, f(t)t = R 10 f 0(t � s)ds. Ǳà ¢ ï ç áâì íâ®£® à ¢¥áâ¢  £« ¤ª®§ ¢¨á¨â ®â t ¯® â¥®à¥¬¥ ® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨ ®¯à¥¤¥«¥®£® ¨â¥£à «  ¯® ¯ à ¬¥âàã. �«¥¤®¢ â¥«ì®,£« ¤ª® § ¢¨á¨â ®â t ¨ ¥£® «¥¢ ï ç áâì, ¯à¨ç¥¬ ¥¥ § ç¥¨¥ ¢ ã«¥  å®¤¨âáï ¯® ¥¯à¥àë¢®áâ¨. Ǳà¨íâ®¬ f 0(t) = limt!0 f(t)�f (0)t = limt!0 f(t)t = limt!0 g(t) = g(0). 2�¥¬¬  1.3. Ǳãáâì ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï f(t; p) ®¯à¥¤¥«¥  ¨ £« ¤ª  ¢ ¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨ U �M ,£¤¥ U { ¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ®áâì ã«ï   ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®©, M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, ¯à¨ç¥¬f(0; p) = 0, p 2 M . �®£¤  äãªæ¨ï g(t) = 1t f(t; p), ¤®®¯à¥¤¥«¥ ï ¯à¨ t = 0 ¯® ¥¯à¥àë¢®áâ¨, ¡ã¤¥â£« ¤ª®© ¢ â®© �¥ ®¡« áâ¨, ¯à¨ç¥¬ �f(t; p)�t jt!0 = g(0; p); p 2 M�®ª § â¥«ìáâ¢®. � «®£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬¬ë, á ãç¥â®¬ â¥®à¥¬ë ® ¤¨ää¥-à¥æ¨à®¢ ¨¨ ®¯à¥¤¥«¥®£® ¨â¥£à «  ¯® ¯ à ¬¥âà ¬, ¢ ç¨á«® ª®â®àëå â¥¯¥àì ¢å®¤ïâ ¨ ª®®à¤¨ âëâ®çª¨ p ¢ ª ª®©-«¨¡® «®ª «ì®© ª àâ¥. 2�¥¬¬  1.4. Ǳãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, X 2 X (M), fFtg { á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï «®ª «ì ï®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®£®®¡à §¨ï M . �®£¤  ¤«ï ª �¤®© äãªæ¨¨ f 2C1(M) áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï gt(p) = g(t; p), ®¯à¥¤¥«¥ ï ¨ £« ¤ª ï ¢ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®â®ª  �X ,â ª ï, çâ® f Æ Ft = f + tgt, ¯à¨ç¥¬ g0 = X(f).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î �f(t; p) = f ÆFt(p)�f(p). �®£« á® ¤®ª § ®¬ã, äãªæ¨ïg(t; p) = 1t �f(t; p) £« ¤ª ï ¢ ãª § ®© ®¡« áâ¨, ¯à¨ç¥¬ g(0; p) = � �f (t;p)�t jt=0 = limt!0 1t (f ÆFt(p)�f(p)) =Xp(f). 2Ǳà¥¤«®�¥¨¥ 1.23. Ǳãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. �®£¤ LXY = [X;Y ℄; X;Y 2 X (M)14



�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì fFtg { «®ª «ì ï ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®£®-®¡à §¨ï M , ¯®à®�¤¥ ï ¯®«¥¬ X. �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 C1(M) ¨¬¥¥¬ ((Ft)�Y )p(f) = YF�1t (p)(f ÆFt) = YF�1t (p)(f ÆFt) = Y (f)(F�1t ) + tY (gt)(F�1t )). �®£¤  ¯®«ãç¨¬(LXY )p(f) = limt!0 1t (Y � (Ft)�)p(f) = limt!0 1t �(Y (f)(p)� (Y f)(F�1t (p))�� limt!0 Y (gt)(F�1t (p)) t!�t== limt!0 1t (Y (f)(Ft(p))� (Y f)(p))� Yp(g0) = Xp(Y f)� Yp(Xf) = [X;Y ℄p. � á¨«ã ¯à®¨§¢®«  ¢ ¢ë¡®à¥â®çª¨ p 2M ¨ f 2 C1(M) ¯®«ãç¨¬ LXY = [X; Y ℄. 2�¥®à¥¬  1.18. �¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï �¨   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M ¢  ¯à ¢«¥¨¨¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X 2 X (M) ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:(1) LXY = X(f), f 2 C1(M);(2) LXY = [X;Y ℄, Y 2 X (M);(3) ®¯¥à â®à LX ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ â¥§®à®©  «£¥¡àë T (M), á®åà ïîé¨¬ â¨¯ â¥§®à®¢¨ ¯¥à¥áâ ®¢®çë¬ á ®¯¥à â®à ¬¨ á¢¥àâª¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. �®ª �¥¬ ¢ ç «¥, çâ® ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à  ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ -¨ï �¨ ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ïîâ ¥£® § ç¥¨¥   «î¡®¬ ª®¢¥ªâ®à®¬ ¯®«¥. � ä¨ªá¨àã¥¬ X; Y 2 X (M),u 2 X �(M). � áá¬®âà¨¬ â¥§®à u
Y . �â® â¥§®à â¨¯  (1,1), â® ¥áâì (u
Y )ij = ujY i. �«¥¤®¢ â¥«ì®,u(Y ) = uiY i = C(1)(1)(u
 Y )ijǱà¨¬¥ïï ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ íâ®£® â®�¤¥áâ¢  ®¯¥à â®à LX , ¯®«ãç¨¬ X(u(Y )) = LX(C(1)(1)(u 
 Y )) =C(1)(1) (LX(u)
 Y + u
LXY ) = LX(u)(Y ) + u([X;Y ℄), â® ¥áâìLX(u)(Y ) = X(u(Y ))� u([X;Y ℄)2. Ǳãáâì â¥¯¥àì t { ¯à®¨§¢®«ìë© â¥§®à â¨¯  (r,s)   ¬®£®®¡à §¨¨ M . �¨ªá¨àã¥¬ X1; : : : ; Xr 2X (M), u1; : : : ; us 2 X �(M). � áá¬®âà¨¬ â¥§®àT = t
X1
 : : :
 Xr 
 u1 
 : : :
 us)�ç¥¢¨¤®, T { â¥§®à â¨¯  (r+s,r+s), ¯à¨ç¥¬T j1:::jr+si1 :::ir+s = tj1:::jsi1:::irXjs+11 : : :Xjs+rr u1ir+1 : : : usir+s§ ç¨â, C(s+1)(1) : : :C(s+r)(r) C(1)(r+1) : : :C(s)(r+s)T = t(X1; : : : ; Xr; u1; : : : ; us)Ǳà¨¬¥ïï ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ íâ®£® â®�¤¥áâ¢  ®¯¥à â®à LX ,   «®£¨ç® ¯¥à¢®¬ã á«ãç î ¯®«ãç¨¬X(t(X1; : : : ; Xr; u1; : : : ; us)) = LX(t)((X1; : : : ; Xr; u1; : : : ; us)+Prk=1 t(X1; : : : ; Xk�1; [X;Xk℄; Xk+1; : : : ; Xr;u1; : : : ; us) + Psk=1 t(X1; : : : ; Xr; u1; : : : ; uk�1;LX(uk); uk+1; : : : ; us). �âªã¤  ¯®«ãç ¥¬ ¢ëà �¥¨¥ ¤«ïLX(t). 2� ¬¥ç ¨¥. �ëà �¥¨¥ LX(t)((X1; : : : ; Xr; u1; : : : ; us), ¡ã¤ãç¨ «¨¥©ë¬ ¯®  à£ã¬¥â ¬X1; : : : ; us,¥ ¡ã¤¥â â ª®¢ë¬ ¯®  à£ã¬¥âã X.
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