§ 10. Геодезическая кривизна линии на поверхности. Геодезические линии.
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Линия на поверхности называется геодезической, если  в каждой ее точке 
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1. [Б] №1729. Найти геодезическую кривизну окружности радиуса 
[image: image3.wmf]r

 на сфере радиуса 
[image: image4.wmf]R

.

Решение.

	


 1) Если для окружности 
[image: image5.wmf]w

 радиус 
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2) Пусть 
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 - прямая из касательной плоскости в точке М к сфере 
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,которая пересекает 
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3) 
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 - вектор нормали в точке М окружности 
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 и имеет длину 
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 ортогональная проекция 
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 суть длины векторов 
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. Заметим, что нормальная кривизна окружности на сфере не зависит не только от  точки  на окружности, но и от выбора самой окружности. Это легко понять по картинке. Если рассмотреть окружность и нормальное сечение, , проходящее через касательную к окружности в данной точке, то во всех случаях мы получим большую окружность сферы. Ее радиус 
[image: image32.wmf]R

, следовательно, кривизна 
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2. Найти геодезическую кривизну линии 
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Решение. 1) Вспомним, что 
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[image: image39.wmf]gT

kk

=Þ

r

надо найти координаты 
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2) Заметим, что для 
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, что существенно упрощает расчеты. Нам нужно найти 
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3) Найдем коэффициенты первой квадратичной формы.
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Замечание. Задачу можно было решить проще, заметив, что 
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 - прямая. У прямой 
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3. Найти геодезические гиперболического параболоида. 

Решение. 1) Пусть 
[image: image53.wmf](
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 - геодезическая. Ее задает система дифференциальных уравнений: 
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2) Вычислим символы Кристоффеля: 
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. Подставим данные задачи: 
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3) Итак, 
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Заметим, что при 
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4. Доказать, что геодезическая линия является асимптотической тогда и только тогда, когда она прямая. 

Решение. 1) Пусть 
[image: image75.wmf]g

 - геодезическая и асимптотическая линия, отличная от прямой. Тогда ее соприкасающаяся плоскость, во-первых, содержит нормаль к поверхности, во-вторых, совпадает с касательной плоскостью, следовательно, нормаль к поверхности содержится в касательной плоскости. Мы пришли к противоречию, следовательно, 
[image: image76.wmf]g

 - прямая.

2) Пусть 
[image: image77.wmf]g

 - прямая. Так как для нее 
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5. [Б] №1728. Доказать, что меридианы поверхности вращения – геодезические линии, а параллель будет геодезической тогда и только тогда, когда касательные к меридианам в ее точках параллельны оси вращения.

Решение. 

	


1) Рассмотрим меридиан 
[image: image80.wmf]g

 и параллель 
[image: image81.wmf]w

. Тогда нормаль к поверхности 
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 будет содержаться в плоскости 
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, проходящей через 
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 и ось вращения 
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[image: image88.wmf]Þ

 касательная плоскость к поверхности 
[image: image89.wmf]F

 в точке 
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 перпендикулярна 
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, перпендикулярный касательной плоскости, будет параллелен 
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 является соприкасающейся плоскостью кривой 
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, так как 
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 - плоская. Следовательно, по критерию 
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 - геодезическая. 

2) Соприкасающаяся плоскость 
[image: image99.wmf]w

 - плоскость 
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, в которой она лежит. 
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6. [А] №1167. Доказать, что вдоль каждой геодезической линии на поверхности вращения 
[image: image102.wmf]cos
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 - расстояние точки от оси вращения, 
[image: image104.wmf]a

 - угол, который геодезическая образует с параллелью поверхности вращения. 

Решение. 

	


1) Пусть 
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Заметим, что 
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2) Докажем, что 
[image: image113.wmf](
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Из соотношения 
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 геодезическая представляет собой меридиан поверхности вращения). 


Когда мы двигаемся по геодезической, переходя из более "узкой" в более "широкую" часть поверхности , то есть 
[image: image121.wmf]r

 растет, то 
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 убывает и направление геодезической удаляется от направления параллели и приближается к меридиану. Если 
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Когда же мы переходим из более "широкой" в более "узкую" часть, 
[image: image125.wmf]r

 убывает, 
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 растет и направление геодезической приближается к направлению параллели. Однако при движении по данной геодезической 
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 не может убывать неограниченно, так как 
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, геодезическая касается параллели и возвращается снова в более "широкую" часть (располагаясь симметрично относительно плоскости меридиана, проходящего через точку 
[image: image133.wmf]C
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7. Оценить ход геодезических на однополостном гиперболоиде вращения.

Решение. 

	


Пусть 
[image: image134.wmf]222
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8. Изобразить какие-нибудь асимптотические и геодезические линии на торе.  Изобразить какие-нибудь геодезические линии на двуполостном гиперболоиде вращения, на эллиптическом параболоиде вращения.

Задачи к зачету и проверочным работам (семинар 10).

1. Дан гиперболический параболоид 
[image: image139.wmf],,

xuyvzuv
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. Найти на нем геодезическую кривизну линии 
[image: image140.wmf]:
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2. Пусть тор расположен между двух параллельных плоскостей. Они касаются его по окружностям. Найти геодезическую кривизну этих окружностей. 

3. [Б]№1730. Найти геодезическую кривизну винтовой линии 
[image: image141.wmf]uconst
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4. [Б]№1726. Доказать, что всякая прямая на поверхности является геодезической.

5. Доказать, что геодезическая линия является асимптотической тогда и только тогда, когда она прямая.

6. Доказать, что геодезическая линия является линией кривизны тогда и только тогда, когда она плоская.

7. Доказать, что меридианы поверхности вращения являются геодезическими линиями.

8. Найти на сфере все кривые постоянной геодезической кривизны.

9. Пусть в каждой точке линии 
[image: image143.wmf]g

 кривизна отлична от нуля, а поверхность образована бинормалями кривой 
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. Доказать, что 
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 на этой поверхности является геодезической.

10. Доказать, что геодезическая кривизна кривой 
[image: image146.wmf](
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 - единичный вектор нормали к поверхности, 
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 - натуральный параметр. Для произвольного параметра 
[image: image151.wmf]t

 геодезическая кривизна кривой 
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 вычисляется по формуле 
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11. Пусть 
[image: image155.wmf](
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 - единичный касательный вектор к геодезической линии 
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