§11. Изометрии.

Определение. Две поверхности 
[image: image1.wmf]F

 и 
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 называются  изометрическими,  если существует биективное отображение 
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, сохраняющее длины соответствующих кривых. 

Теорема. Поверхности 
[image: image4.wmf]F

 и 
[image: image5.wmf]F
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 изометрические тогда и только тогда, когда на них можно выбрать локальные координаты так, чтобы в соответствующих точках были равны коэффициенты первых квадратичных форм.

1. [А] №1086. Доказать, что прямой геликоид  изометричен  катеноиду. 

Решение. 1) 
[image: image6.wmf]:cos,sin,

Fxuvyuvzav

===
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Катеноид – это поверхность вращения, образованная вращением цепной линии 
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 вокруг оси 
[image: image8.wmf]Oz

. Тогда его уравнения имеют вид 
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2) Построим отображение 
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 по закону 
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.   В новой параметризации геликоид имеет уравнения 
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. Найдем коэффициенты первых квадратичных форм этих поверхностей.
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111222

,0,

uu

chach

aa

ggg

===

%%

%%%

.
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. Мы видим, что в соответствующих точках коэффициенты первых квадратичных форм равны, то есть поверхности локально изоиетричны.

3) Докажем, что меридианы катеноида переходят в. прямолинейные образующие геликоида.

меридиан 
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000

0

cos

:sin

xuv

Fvvconstvvconstyuv

zav

=

ì

ï

¢

====Û=

í

ï

=

î

%%

a

 - прямая. (
2. [Б] №1721. Доказать, что сфера не изометрична плоскости даже локально.

Решение. Для сферы полная кривизна 
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 в любой точке, а для плоскости 
[image: image19.wmf]0
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. Если бы существовала изометрия, то у сферы и плоскости существовали бы точки, в которых полные кривизны были бы равны. Противоречие. (
3. [Б] №1720. Доказать, что если поверхность допускает такую параметризацию, при которой коэффициенты первой квадратичной формы постоянные, то эта поверхность локально изометрична плоскости.

Решение. 1) Пусть 
[image: image20.wmf](
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[image: image22.wmf],,
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, то в плоскости 
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 существует аффинная система координат 
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. Это определение корректно, так как 
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 в силу положительной определенности первой квадратичной формы. Очевидно, что коэффициенты первых квадратичных форм равны, то есть поверхность 
[image: image28.wmf]F

 локально изометрична плоскости.

Если 
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, то 
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, что противоречит положительной определенности первой квадратичной формы. (
Следствие. Цилиндрическая поверхность локально изометрична плоскости.

( Заметим, что любую цилиндрическую поверхность 
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 мы можем задать  плоской направляющей 
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 где 
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r

 - постоянный вектор, перпендикулярный плоскости направляющей. Тогда 
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 - константы. (
4. Будет ли иметь тор точки, некоторые окрестности которых изометричны плоскости?

Решение. Тор является поверхностью вращения и образован, вращением окружности 
[image: image37.wmf](
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 вокруг оси 
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. Тогда его полная кривизна 
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. Вычислим ее.
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. Тогда 
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ua

K

ub

-

=

.


[image: image43.wmf]0

Kua

=Û=Û

"верхняя" и "нижняя" окружности тора. В остальных точках тора полная кривизна отлична от нуля, то есть тор не является локально изометричныи плоскости. (
5. Доказать, что коническая поверхность локально изометрична плоскости.

Решение. Коническая поверхность с вершиной в точке, задаваемой вектором 
[image: image44.wmf]a
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, имеет вид 
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, где 
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)

s

r

r

 плоская кривая. Часть плоскости зададим уравнением 
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. Очевидно, что коэффициенты первых квадратичных форм этих поверхностей равны. (
Задачи к зачету и проверочным работам (семинар 11).

1. Доказать, что винтовая поверхность 
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 локально изометрична поверхности вращения 
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2. Поверхность 
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, первая квадратичная форма которой может быть приведена к виду 
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, где 
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 - некоторые скалярные функции, называется поверхностью Лиувилля. Доказать, что любая поверхность вращения локально изометрична некоторой поверхности Лиувилля. 
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