§3. Плоские кривые.

1. [А]№1002. Доказать, что кривая 
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Решение. Вычислим кручение этой кривой: 
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2. [А]№1001. Доказать, что кривая 
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 плоская и найти уравнение плоскости, в которой она лежит. 

Решение.1) Вычислим кручение этой кривой: 
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2) Искомая плоскость является соприкасающейся плоскостью 
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 данной кривой. Запишем ее уравнение. Возьмем удобную для нас точку на кривой 
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 и заметим, что соприкасающаяся плоскость перпендикулярна вектору 
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. Тогда искомая плоскость проходит через точку 
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 перпендикулярно вектору 
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3. [А]№1010. Даны две гладкие кривые 
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 и 
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.Доказать, что если между их точками можно установить соответствие так, чтобы в соответствующих точках кривые имели одну и ту же бинормаль, то эти кривые плоские. 

Решение. 1) Пусть 
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2) 
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 плоская. Тогда 
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 лежит в плоскости параллельной плоскости кривой 
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4. Доказать, что гладкая кривая в пространстве является окружностью или ее частью тогда и только тогда, когда все ее главные нормали проходят через одну и ту же точку.

Решение. 1) Пусть дана окружность. Ее главные нормали суть диаметры, а они проходят через ее центр, то есть через одну точку.

2) Докажем обратное. Пусть дана кривая, все главные нормали 
[image: image42.wmf](
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 которой проходят через одну точку О. Выберем прямоугольную декартову систему координат с началом в точке О. Тогда 
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. Продифференцируем это тождество: 
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. В силу линейной независимости базисных векторов 
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5. Найти уравнение соприкасающейся окружности к параболе 
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Решение. 1) Параметрические уравнения параболы 
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. Радиус соприкасающейся окружности равен 
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2) Найдем центр соприкасающейся окружности: 
[image: image59.wmf](

)

(

)

(

)

111

0000,

022

prj

k

n

æö

=+=+Þ

ç÷

èø

r

r

r

rr

 - центр соприкасающейся окружности (
[image: image60.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0,0

2

,,

2

0,0

rr

k

kkij

rr

bnbt

éù

ëû

éù

éù

===Þ===

ëû

ëû

éù

ëû

r

rr

&&&

rr

rr

rr

r

r

rr

&&&

). 

3) Уравнение соприкасающейся окружности 
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6. Доказать, что в точке кривой, где кривизна принимает экстремальное значение, соприкасающаяся окружность имеет с прямой порядок касания не ниже третьего. 

Решение. 1) Пусть дана гладкая кривая 
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 задает центр соприкасающейся окружности, 
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 - ее радиус. 

2) Напомним, что вспомогательная функция 
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3) Вычислим 
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7. Пусть даны кривые 
[image: image72.wmf]g

 и ее эволюта 
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. Доказать, что главные нормали 
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 являются касательными 
[image: image75.wmf]1

g

. 

Решение. Пусть 
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8. Пусть дана кривая 
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Решение. Пусть 
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Пусть 
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 гладкая кривая в естественной параметризации.  Зафиксируем момент 
[image: image88.wmf]0

sI

Î

: 
[image: image89.wmf](

)

000

rsxiyj

=+

rr

r

, угол 
[image: image90.wmf]0

q

 - угол между положительным направлением оси 
[image: image91.wmf]Ox

 и вектором касательной 
[image: image92.wmf](

)

00

s

tt

=

rr

.  По функции 
[image: image93.wmf](

)

kks

=

 и начальным условиям 
[image: image94.wmf](

)

000

,,

xy

q

éù

ëû

 в некоторой окрестности точки 
[image: image95.wmf]0

sI

Î

 кривая 
[image: image96.wmf]g

 восстанавливается однозначно.


Действительно, пусть 
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 вектор единичной длины, то его конец окажется на единичной окружности.  Это означает, что в окрестности точки 
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9/ Найти кривую с натуральным уравнением 
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Решение. 1) Выразим 
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2) Примем 
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 за параметр вдоль искомой кривой. Тогда 
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 - параметр. 

3) Докажем, что 
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 -  эвольвента окружности. Чтобы доказать это, найдем эволюту кривой 
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 и докажем, что это окружность.  Уравнение эволюты имеет вид 
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Задачи к зачету и проверочным работам (§ 3).

1. [Б] №1676. Доказать, что если все нормальные плоскости линии параллельны одному направлению, то эта прямая плоская. 

Указания. 
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2. Пусть 
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 - плоская кривая, заданная уравнением 
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Ответ. 
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3.  [А] №1014. Доказать, что для цепной линии 
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 радиус кривизны равен длине нормали от точки кривой до пересечения с осью 
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4. [Б] №1652. Доказать, что если все соприкасающиеся плоскости имеют общую точку, то кривая плоская. 

Решение. Пусть О – общая точка всех соприкасающихся плоскостей. Возьмем ее в качестве начала системы координат. Тогда векторы 
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. Возможны два случая: 1) 
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[image: image151.wmf]g

 является прямой. (
5. Вывести формулу для вычисления кривизны плоской кривой, заданной в полярной системе координат уравнением 
[image: image152.wmf](
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Указания. В прямоугольной декартовой системе координат кривизна кривой 
[image: image153.wmf](

)

yfx

=

 вычисляется по формуле 
[image: image154.wmf](
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. Формулы перехода от полярной системы координат к прямоугольной декартовой  системе координат имеют вид 
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. Тогда 
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6. Доказать, что тангенс угла 
[image: image159.wmf]m

, образованного касательной к линии 
[image: image160.wmf](
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 с радиус вектором, проведенным в точку касания, задается формулой 
[image: image161.wmf]tg
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. Проверьте, что угол 
[image: image162.wmf]m

 у логарифмической спирали постоянный. 

Указания. 
[image: image163.wmf](
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7. Доказать, что угол 
[image: image164.wmf]m

, образованный касательной к  линии 
[image: image165.wmf](
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 с радиус вектором, проведенным в точку касания, постоянный только у прямых, окружностей и логарифмических спиралей. 

8. Написать уравнение соприкасающейся окружности к кривой 
[image: image166.wmf]sin
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 в точке 
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9. Дан эллипс 
[image: image168.wmf]22
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. Найдите точки, в которых кривизна максимальна и минимальна. Найдите соприкасающиеся окружности в этих точках и нарисуйте картинку. 

10. Найдите кривизну кривой в произвольной точке кривой: 
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11. Доказать, что в точке кривой, где кривизна принимает экстремальное значение, соприкасающаяся окружность имеет с кривой касание порядка не ниже третьего. 

Решение. 
[image: image173.wmf](
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 (см. лекции). 
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[image: image176.wmf](
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. Рассмотрим точки 
[image: image177.wmf]s

, в которых кривизна принимает экстремальное значение, то есть в этих точках 
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. Рассмотрим значение третьей производной вспомогательной функции в этих точках. 
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12. Какие кривые задаются натуральными уравнениями: а) 
[image: image180.wmf]22

a

k

as

=

+

; б) 
[image: image181.wmf]1

as

k

=

; в) 
[image: image182.wmf]22

2

1

16

sa

k

+=

.

Ответ. а) цепная линия, б) логарифмическая спираль, в) циклоида.

13. Найти параметризации и нарисовать эволюты кривых: а) 
[image: image183.wmf](
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14. Доказать, что эволюта циклоиды есть циклоида равная данной. 

15. Доказать, что эволюта астроиды есть астроида, подобная данной с коэффициентом подобия, равным 2 и повернутая на угол 
[image: image186.wmf]4
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