§5. Первая квадратичная форма поверхности. Длина дуги. Угол между кривыми на поверхности.

Пусть гладкая поверхность задана 
[image: image1.wmf](
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 - первая квадратичная форма, где  
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Длина дуги кривой 
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Угол между кривыми 
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1. Найти первую квадратичную форму прямого геликоида. 

Решение. 1) Параметрические уравнения прямого геликоида имеют вид: 
[image: image8.wmf]cos,sin,

xvuyvuzau
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.

2) Найдем 
[image: image9.wmf](
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. Итак, первая квадратичная форма прямого геликоида имеет вид 
[image: image13.wmf](
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2. Поверхность 
[image: image14.wmf]F

 имеет первую квадратичную форму 
[image: image15.wmf](
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. На ней дан криволинейный треугольник Т, ограниченный линиями 
[image: image16.wmf]:0,:,:1
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. Найти длины его сторон, величины углов и площадь. 

	


Решение.  1) Вычислим длины сторон треугольника Т. 

Зададим 
[image: image17.wmf][
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. Аналогично, 
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2) Вычислим углы треугольника Т.

Рассмотрим точку 
[image: image24.wmf]B

. Ей отвечают  значения параметров 
[image: image25.wmf]1,1
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. Имеем 
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 в любой точке, в частности в точке 
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. 
[image: image29.wmf][

]

(

)

:,1,0,1,1,0

uv

CButvt

tt

dd

dd

æö

==ÎÞ=

ç÷

èø

 в любой точке, в частности в точке 
[image: image30.wmf]B

. Тогда 
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)

2

22

1111010

cos1

1211

ch

Bth

chch

××-×++

Ð==

-+

. Аналогично, 
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. Угол в вершине О (
[image: image33.wmf]0,0

uv

==

) треугольника определить не можем, так как эта точка не попадает в область задания поверхности 
[image: image34.wmf]F
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v

=

).

3) Вычислим площадь треугольника. 
[image: image36.wmf]22
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Нахождение ортогональной траектории дли заданного семейства кривых на поверхности. Пусть дана гладкая поверхность 
[image: image38.wmf](
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 и однопараметрическое семейство линий 
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 на поверхности  
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 (
[image: image41.wmf]c

- параметр). Линия, пересекающая все кривые семейства 
[image: image42.wmf]L

 под прямым углом, называются ортогональной траекторией  семейства 
[image: image43.wmf]L

. Требуется найти уравнение этой ортогональной траектории. Пусть 
[image: image44.wmf](
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 - искомая ортогональная траектория. 
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. Тогда 
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. Продифференцируем это тождество: 
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. Тогда  по формуле для вычисления угла между кривыми получим  
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. Сократив на 
[image: image54.wmf]l

, получим дифференциальное уравнение, проинтегрировав которое, найдем параметрическое представление ортогональной траектории:


[image: image55.wmf]2222

111222

0

vvuu

dudvdudv

ffff

dtdtdtdt

ggg

æö

¢¢¢¢

+--=

ç÷

èø

                       (*)

3. В условиях задачи 2 найти какую-либо ортогональную траекторию семейства 
[image: image56.wmf]ucthvc
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.

Решение. Подставим данные задачи в уравнение (*). Имеем 
[image: image57.wmf]2
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 - уравнения ортогональных траекторий. (
Задачи к зачету и проверочным работам (§5).

1. Вычислить первые квадратичные формы и углы между координатными линиями следующих поверхностей:

а) сферы 
[image: image62.wmf]coscos,cossin,sin

xRuvyRuvzRu
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б) гиперболического параболоида 
[image: image63.wmf]22

22

xy

z

ab

=-


в) двуполостного гиперболоида вращения 
[image: image64.wmf]cos,sin,
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г) тора 
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2. Доказать, что поверхность 
[image: image66.wmf],,
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 является гиперболическим параболоидом и найти угол между линиями 
[image: image67.wmf]0
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 и 
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3. На прямом геликоиде вычислить угол между линиями: а) 
[image: image69.wmf]0
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 и 
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4. На поверхности 
[image: image73.wmf]zxy
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вычислить угол между линиями 
[image: image74.wmf]xconst
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 и 
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5. Доказать, что поверхность 
[image: image76.wmf]cos,sin,

xuvyuvzu
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 - конус и линия 
[image: image77.wmf]2ln0
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 делит пополам  углы между координатными линиями. 

6. Доказать, что линии на поверхности, заданные дифференциальными уравнениями 
[image: image78.wmf]1122
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7. На поверхности 
[image: image79.wmf],,
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 найти все линии, пересекающие координатные линии 
[image: image80.wmf]v

 под прямым углом.

8. На поверхности 
[image: image81.wmf]cos,sin,
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 найти кривую, пересекающую все координатные линии 
[image: image82.wmf]v

 под углом 
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9. Дана первая квадратичная форма поверхности 
[image: image84.wmf](
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. Найти периметр криволинейного треугольника, ограниченного линиями 
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10. Найти площадь треугольника, образованного пересечением линий 
[image: image86.wmf]uav
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 и 
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 на поверхности с первой квадратичной формой 
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11. Под каким углом пересекаются линии 
[image: image89.wmf]0

uv

+=

 и 
[image: image90.wmf]0

uv

-=

 на прямом геликоиде 
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? А под каким углом эти же линии пересекаются на сфере 
[image: image92.wmf]:coscos,cossin,sin
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12. Найти длины сторон, величины углов и площадь треугольника, ограниченного кривыми 
[image: image93.wmf]:0,:1,:
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, найти ортогональные траектории семейства 
[image: image94.wmf]uvconst
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, если первая квадратичная форма имеет вид:

а) 
[image: image95.wmf]22222
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б) 
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в) 
[image: image97.wmf](
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д) 
[image: image99.wmf](
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13. Найти площадь выпуклой области на сфере, ограниченной одним циклом кривой Вивиани (кривой, являющейся пересечением сферы радиуса 
[image: image100.wmf]R

 и прямого кругового цилиндра диаметра 
[image: image101.wmf]R

, одна из образующих которого проходит через центр сферы). 

14. Найти площадь прямоугольного треугольника на сфере радиуса 
[image: image102.wmf]R

, сторонами которого являются дуги больших окружностей этой сферы.
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