§9. Асимптотические линии на поверхности.

Определение. Асимптотическим направлением в данной точке поверхности  
[image: image1.wmf]F

 называется направление, касательное к нормальному сечению с  кривизной 0 (
[image: image2.wmf]Û

 направление, для которого нормальная кривизна равна 0).

Определение. Кривая на поверхности, касательная к которой в каждой точке имеет асимптотическое направление, называется асимптотической линией. 

Так как 
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, кривая 
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 - асимптотическая 
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 - дифференциальное уравнение асимптотической линии.

1. [А] №1153. Найти асимптотические линии на поверхности 
[image: image6.wmf]2
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 и показать, что одно семейство таких линий – прямолинейные образующие этой поверхности.

Решение. 1) Запишем параметрические уравнения поверхности 
[image: image7.wmf]2
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. Вычислим первую и вторую квадратичную форму: 
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2) Составим дифференциальное уравнение асимптотических линий. 


[image: image12.wmf]2
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3) Определим вид семейств асимптотических линий.
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[image: image15.wmf]0
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 - два линейных уравнения, которые задают прямую. (
2. Доказать, что линия на поверхности ассимптотическая тогда и только тогда, когда она прямая или имеет в каждой точке касательную плоскость к поверхность своей соприкасающейся плоскостью.

Решение.

	


 Для любой кривой 
[image: image16.wmf]g

 на поверхности 
[image: image17.wmf]F

 имеем 
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. Кривая 
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 асимптотическая тогда и только тогда, когда 
[image: image20.wmf]cos0
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[image: image21.wmf](
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 соприкасающаяся плоскость 
[image: image22.wmf]g

 совпадает с касательной плоскостью 
[image: image23.wmf]F

 в каждой точке асимптотической линии. (

Будем рассматривать поверхности, для которых не все 
[image: image24.wmf]0
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1) Если точка 
[image: image25.wmf]MF
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 - эллиптическая, то 
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 для любого направления, то есть не существует асимптотических линий, проходящих через эту точку.

2) Если точка 
[image: image27.wmf]MF
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 - гиперболическая, то существует два асимптотических направления, следовательно, существует две асимптотические линии, проходящие через эту точку. В достаточно малой окрестности гиперболической точки можно выбрать такую координатную сеть, что она является асимптотической сетью. 

Теорема. Координатная сеть является асимптотической тогда и только тогда, когда 
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 Пусть координатная сеть состоит из асимптотических линий. Тогда  
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[image: image35.wmf])
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 Рассмотрим асимптотическую сеть с 
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 и докажем, что она является координатной сетью. Действительно, так как 
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 следует, что 
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3. Доказать, что на поверхности отрицательной гауссовой кривизны линии кривизны делят пополам углы между асимптотическими линиями в каждой точке. 

Решение. 

	


Вспомним формулу Эйлера 
[image: image40.wmf]22
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. Так как 
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, существуют две асимптотические линии. Для каждой из них 
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, следовательно, по формуле Эйлера 
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, то есть 
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Следствие. Найти выражение для угла между асимптотическими линиями через главные кривизны. 

Решение. 
[image: image47.wmf]1
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3) Если точка 
[image: image48.wmf]MF
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 - параболическая. Тогда существует одно асимптотическое направление, которое совпадает с главным направлением и существует одна асимптотическая линия, совпадающая с линией кривизны. Заметим, что в этом случае асимптотические линии будут прямыми. 

4. Найти асимптотические линии поверхности касательных к данной пространственной кривой. 

Решение. 1) Мы знаем, что для поверхности касательных 
[image: image49.wmf](
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 коэффициенты второй квадратичной формы 
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2) Запишем дифференциальное уравнение асимптотических линий: 
[image: image51.wmf]11
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. Мы знаем, что уравнение 
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 задает касательные к линии 
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. Итак, асимптотические линии поверхности касательных суть касательные к пространственной кривой   
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5. Найти асимптотические линии цилиндрической и конической поверхности.

Решение. Все точки цилиндрической и конической поверхности параболические. Тогда через каждую точку этой поверхности проходит единственная асимптотическая линия, являющаяся прямой. Итак, асимптотические линии цилиндрической и конической поверхности суть их прямолинейные образующие. (
Задачи к зачету и проверочным работам (семинар 9).

1. Дана поверхность, образованная бинормалями к некоторой кривой 
[image: image55.wmf]g

. Будет ли 
[image: image56.wmf]g

 на этой поверхности ассимптотической?

2. Доказать, что на поверхности, образованной главными нормалями линии, эта линия является ассимптотической. 

3. Найти асимптотические линии поверхностей: а) 
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4. Доказать, что если в некоторой точке поверхности средняя кривизна 
[image: image62.wmf]0
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, то асимптотические направления в этой точке перпендикулярны.

5. Доказать, что на поверхности любая линия асимптотическая тогда и только тогда, когда эта поверхность является плоскостью. 

6. Доказать, что в любой точке асимптотической линии на поверхности выполнено 
[image: image63.wmf]2
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, где æ – кручение этой линии, К – гауссова кривизна поверхности.
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