§ 12. Главные кривизны. Полная и средняя кривизна поверхности.

Пусть 
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 - гладкая поверхность. 

Определение. Главные направления индикатрисы Дюпена в точке М называются главными направлениями поверхности в этой точке. 

Для поверхности, содержащейся в плоскости, главные направления не определены, так как не определена индикатриса Дюпена. В неомбилической точке существует единственная пара главных направлений. В омбилической точке любое направление главное. 


Пусть в точке 
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 векторы 
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 определяют главные направления. По определению главных направлений относительно линии второго порядка

1) они ортогональны, то есть 
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2) они сопряжены, то есть 
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Докажем, что 2) равносильно 
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 дифференциал единичного вектора нормали, соответствующего смещению 
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 в тоске М на поверхности 
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Для этого докажем формулы: 
[image: image10.wmf]111222

,,,,,,

uuuvvuvv

bnrbnrnrbnr

=-=-=-=-

rrrrrrrr

. Например, имеем 
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. Остальные тождества доказываются аналогично. 

Подставим коэффициенты 
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Итак, 
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 определяют главные направления 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image19.wmf],0
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Теорема (Родрига). Направление 
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 в точке М главное тогда и только тогда, когда 
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 Здесь 
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 - дифференциал единичного вектора нормали соответствующий смещению 
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 в точке М, а 
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 - нормальная кривизна по направлению 
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( Пусть 
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 определяет главное направление в точке М. Тогда 
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 - другое главное направление. Так как 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image36.wmf]M
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Докажем, что 
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Обратно, пусть верно (*). Докажем, что вектор 
[image: image46.wmf]dr
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 определяет главное направление.  Возьмем в касательном пространстве 
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 задает главное направление.  (

Формула (*) называется формулой Родрига. 

Определение. Нормальные кривизны по главным направлениям в точке М  называются главными кривизнами поверхности в этой точке. 

Распишем подробнее формулу Родрига 
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. Умножим скалярно сначала на 
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Исключив из системы 
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, получим уравнение для нахождения главных направлений.
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Определение. Линия 
[image: image60.wmf]g

 на поверхности 
[image: image61.wmf]F

 называется линией кривизны, если направление ее касательной в любой точке 
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 является главным направлением в этой точке. 

Таким образом, если точка М неомбилическая, то через нее проходят две линии кривизны, направления которых в точке М ортогональны и сопряжены. 

Пусть 
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 при смещении вдоль нее удовлетворяют уравнению (так как касательная вдоль нее должна быть направлена по главному направлению) 
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Исключим омбилические точки (где это уравнение является тождеством) и  получим квадратное уравнение относительно 
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. Так как индикатриса Дюпена всегда имеет два главных направления, это уравнение имеет два действительных корня (главные направления): 
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 - линию кривизны. Итак, в каждой точке существует две линии кривизны.

В частности, если коэффициенты перед 
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Первое решение: 
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Таким образом, в этом случае сеть линий кривизны является координатной сетью. Получаем в окрестности каждой точки специальную кординатную сеть, состоящую из линий кривизны.

Теорема (Монж). Координатная сеть 
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 является сетью линий кривизны тогда и только тогда, когда 
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( 1) Пусть координатная сеть является сетью линий кривизны. Тогда 
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2) Пусть 
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[image: image85.wmf](

)

11221122

0

bbdudv

gg

-=

. Его решения, как мы видели суть координатные линии. (
Рассмотрим координатную сеть, состоящую из линий кривизны. Тогда 
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для линии 
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Тогда 
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Имеем 
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. Для краткости мы обозначили 
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Итак, 
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Замечание. Используя основное тригонометрическое тождество запишем формулу Эйлера в виде 
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Вернемся к рассмотрению системы 
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Она является однородной и имеет ненулевое решение (главные направления). Тогда 
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Раскрывая определитель, получим 
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Таким образом, главные кривизны  являются корнями квадратного уравнения. Это уравнение используется для нахождения главных кривизн. 

Определение. Полусумма главных кривизн 
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  называется полной (гауссовой) кривизной поверхности.

По теореме Виета получаем формулы для их вычисления  
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§ 13. Примеры поверхностей постоянной кривизны.
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