§ 15. Теорема Гаусса. Геодезическая кривизна линии на поверхности.

Теорема (Гаусса). Полная кривизна гладкой поверхности выражается только через коэффициенты первой квадратичной формы и их производные.
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 - гладкая поверхность. Рассмотрим деривационные формулы и будем их дифференцировать по 
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. Продифференцируем первое по 
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. Подставив  
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Продифференцируем второе по 
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. Подставив  
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Так как 
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, то в частности 
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Вычислим левую часть, используя деривационные формулы
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. Тогда
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Пусть дана гладкая поверхность 
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 и гладкая кривая 
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. Рассмотрим нормальную кривизну этой кривой 
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. Подставим разложение векторов 
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Обозначим 
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. Вектор 
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 называется вектором геодезической кривизны линии 
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 в точке М.  
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Число 
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 называется геодезической кривизной линии 
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 в точке М, 
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Геодезическая кривизна выражается только через символы Кристоффеля, а они в свою очередь выражаются через коэффициенты первой квадратичной формы и их производные. 

Замечание. 
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, где 
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 - нормальная кривизна в направлении вектора 
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. Вектор геодезической кривизны есть ортогональная проекция вектора 
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 на касательное пространство.
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