§4. Кривизна и кручение кривой. Репер Френе.

Пусть 
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связанный  со свойствами данной кривой. 
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[image: image3.wmf]dr

ds

t

=

r

r

 - единичный вектор касательной в точке 
[image: image4.wmf]M

. На всей кривой 
[image: image5.wmf]g

 получим вектор-функцию 
[image: image6.wmf](

)

s

tt

=

rr

.

Вектор 
[image: image7.wmf]d

N

ds

t

=

r

r

 называется вектором кривизны 
[image: image8.wmf]g

 в точке 
[image: image9.wmf]M

.


[image: image10.wmf]Nk

=

r

 называется кривизной кривой 
[image: image11.wmf]g

 в точке 
[image: image12.wmf]M

. На всей кривой 
[image: image13.wmf]g

 
[image: image14.wmf](

)

kks

=

 является функцией параметра 
[image: image15.wmf]s

. Итак, 
[image: image16.wmf]2

2

ddr

kN

dsds

t

===

rr

r

. 

Теорема. Гладкая линия 
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 является прямой или её частью тогда и только тогда, когда 
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. Решаем эту систему дифференциальных уравнений: 
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Далее будем рассматривать кривые 
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называется главной нормалью кривой в точке М. Вектор 
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 называется единичным вектором бинормали. Это название оправдано тем, что 
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Итак, в произвольной точке М ивой 
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 мы получили правый ортонормированный репер 
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, который называется каноническим репером в точке М или подвижным репером. Координатные плоскости этого репера называются:
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Найдем соотношения между векторами подвижного репера и их производными. 
Мы знаем, что 
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 вектор 
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Итак, мы получили три тождества  
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 изменяется и мы получаем функцию 
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)

ææ

s

=

. 

Найдем формулы для вычисления кривизны 
[image: image72.wmf]k

 и кручения 
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 для кривой, заданной в натуральной параметризации 
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1. Как мы видели выше 
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2. Найдем формулу для кручения 
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. Продифференцируем первую формулу Френе 
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. Вычислим смешанное произведение 
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. Откуда получаем 
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Выведем формулы для вычисления кривизны и кручения кривой, заданной в произвольной параметризации. Пусть 
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 - гладкая кривая. Рассмотрим замену параметра 
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 - параметрические уравнения кривой в натуральной параметризации. Найдем 
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Тогда 
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. Нам осталось вывести формулу для вычисления кручения. 
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Замечание. Для данной кривой 
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 векторы 
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Теорема (существования). Пусть 
[image: image102.wmf](
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 будет длиной дуги, 
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Теорема (единственности). Натуральные уравнения определяют кривую однозначно с точностью до положения в пространстве. 


Другими словами, если нам известны функции 
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, то путем интегрирования системы уравнений Френе, мы можем найти параметрические уравнения кривой, для которой эти функции будут, соответственно, кривизной и  кручением. При этом все решения уравнений Френе, соответствующие различным значениям постоянных интегрирования, суть конгруэнтные кривые. 

Пример. Рассмотрим обыкновенную винтовую линию. Она получается как траектория движения точки 
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Найдем закон движения точки М. Пусть в момент времени 
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 она занимает положение 
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Так как М равномерно движется вокруг оси 
[image: image121.wmf]Oz

, ее смещение 
[image: image122.wmf]z

 вдоль 
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 пропорционально времени 
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Итак, М движется по закону 
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Очевидно, это гладкая линия. Действительно, для ее координатных функций существуют непрерывные частные производные любого порядка и выполняется условие регулярности 
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Изучим свойства обыкновенной винтовой линии. 

1. Из первых двух уравнений следует, что 
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 для любой точки кривой, следовательно, кривая лежит на прямом круговом цилиндре. 

2. Найдем подвижной репер, кривизну и кручение винтовой линии.
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. Найдем угол между прямолинейной образующей МР и вектором 
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. Итак, винтовая линия пересекает прямолинейные образующие под постоянным углом.  Найдем 
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Рассмотрим вектор 
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Вычислим 
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Действительно, 
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Замечание. Обыкновенная винтовая линия является частным случаем достаточно широкого класса линий, которые называются кривыми Бертрана. 

Определение. Гладкая кривая 
[image: image146.wmf]g

 называется кривой Бертрана, если для нее существует другая гладкая кривая 
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 и отображение 
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 и 
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 имеют общую главную нормаль. 

Свойства кривых Бертрана будут подробно рассмотрены на семинаре. 
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