Глава 2. Поверхности в евклидовом пространстве.

§ 6. Векторная функция двух скалярных аргументов и техника дифференцирования.

Пусть 
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 - геометрическое векторное пространство, 
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Определение. Если по некоторому закону 
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 задана векторная функция  двух скалярных аргументов. Обозначают 
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Определение. Будем говорить, что векторная функция 
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Определение.  Пределом векторной функции 
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Определение. Векторная функция 
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. Векторная функция, непрерывная в каждой точке двумерного промежутка 
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Пусть на двумерном промежутке 
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 определена векторная функция 
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Пусть 
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Положим 
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 векторная функция  
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, изменяющегося в некотором промежутке 
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 существуют тогда и только тогда, когда существуют в этой точке частные производные числовых функций 
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Вектор 
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 называется дифференциалом векторной функции 
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Определение. Векторная функция 
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,если она дифференцируема в каждой точке этого промежутка. 

§ 7. Понятие гладкой поверхности. Криволинейные координаты на поверхности. Замена параметризации на поверхности.

Пусть дана векторная функция 
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Каждой паре 
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Рассмотрим частные производные векторной функции 
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Итак, в некоторой окрестности обыкновенной точки поверхности мы имеем взаимно однозначное соответствие между точками поверхности и парами 
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Оговорка "в некоторой окрестности обыкновенной точки" существенна в том смысле, что в противном случае может нарушаться условие взаимной однозначности (при других значениях 
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Определение. Пусть дана поверхность 
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Последнее условие означает, что 
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В дальнейшем будем рассматривать поверхности в некоторых окрестностях ее регулярных точек, не оговаривая это специально. Кроме того, будем предполагать все поверхности гладкими. 


Пусть 
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Аналогично, через каждую точку поверхности 
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Пример. Пусть дана поверхность 
[image: image146.wmf](

)

2

:cos,sin,,0,,

Fxuvyuvzbvbuv

===>Î

¡

.  Эти функции имеют непрерывные частные производные любого порядка и 
[image: image147.wmf](

)

2

cossin0

2,

sincos

vv

rguv

uvuvb

æö

="Î

ç÷

-

èø

¡

, то есть 
[image: image148.wmf]F

 - гладкая поверхность. 

Линии 
[image: image149.wmf]u

: 
[image: image150.wmf]0

00000

0

cos

cos,sin,0,

sin

v

vvconstxuvyuvzbvxyzbv

v

==Û===Û-==

, то есть это прямые, параллельные плоскости 
[image: image151.wmf]XOY

 и пересекающие ось 
[image: image152.wmf]Oz

.

Линии 
[image: image153.wmf]v

: 
[image: image154.wmf]000

cos,sin,

uuconstxuvyuvzbv

==Û===

 - это винтовые линии, если 
[image: image155.wmf]0

0

u

¹

. Если 
[image: image156.wmf]0

0

u

=

, то получим 
[image: image157.wmf]0,0,

xyzbv

===

 - это ось 
[image: image158.wmf]Oz

. 

Мы видим, что координатная сеть ортогональна. 

Определение. Пусть 
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Предложение. Допустимая замена параметра сохраняет класс гладкости поверхности.
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[image: image177.wmf]G

 и 
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, существуют функции 
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, имеющие непрерывные частные производные до порядка 
[image: image180.wmf]k

 включительно. Тогда для 
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 координатные функции имеют непрерывные частные производные до порядка 
[image: image183.wmf]k

 включительно.

Докажем,  что при выполнении условия 3)  
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[image: image185.wmf]2

xyz

rg

xyz

aaa

bbb

æö

Û=

ç÷

èø

. Действительно, по правилу дифференцирования сложной функции имеем: 
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. Тогда по правилу умножения матриц 
[image: image187.wmf];;
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. Если 
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, то хотя бы один из определителей второго порядка отличен от нуля, например, 
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Замечание. Пусть 
[image: image192.wmf]W

 - множество точек, задаваемых уравнением 
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. Оно определяет гладкую поверхность в окрестности точки 
[image: image194.wmf]0

M

ÎW

, если в некоторой окрестности точки 
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 существуют непрерывные частные производные 
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 и в точке 
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