§9. Первая квадратичная форма поверхности.

Пусть 
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 - гладкая поверхность. Рассмотрим дифференциал этой векторной функции 
[image: image2.wmf]uv

drrdurdv

=+

rrr

. Возьмем его скалярный квадрат: 
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. Мы получили в каждой точке поверхности квадратичную форму на векторном пространстве 
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, полученная квадратичная форма положительно определенная. Эта квадратичная форма задает евклидову структуру в касательном векторном пространстве 
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, то есть превращает его в двумерное евклидово векторное пространство. 

Определение. Квадратичная форма 
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 называется первой квадратичной формой поверхности или ее линейным элементом.

Заметим, что коэффициенты первой квадратичной формы 
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 являются функциями от 
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 - криволинейных координат на поверхности. 


Что можно вычислить с помощью первой квадратичной формы?

1. Длина кривой на поверхности. 

Рассмотрим линию 
[image: image12.wmf]g

 на поверхности 
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. Продифференцируем это тождество по 
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. Вычислим длину кривой 
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2. Угол между кривыми на поверхности. 

Пусть 
[image: image20.wmf]g

 и 
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 две гладкие кривые поверхности 
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, проходящие через точку М.

	


Углом между кривыми 
[image: image23.wmf]g

 и 
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 в точке М называется угол между их касательными векторами в этой точке. 

Рассмотрим касательные векторы 
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 этих кривых в точке М. Умножим первый вектор на ненулевое число 
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, а другой на ненулевое число 
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 этих кривых. Разложим эти векторы по базису 
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. Обозначим угол между кривыми 
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[image: image35.wmf]j

 и вычислим  
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Если, в частности, 
[image: image38.wmf]g

 - линия 
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Вывод: координатная сеть ортогональна тогда и только тогда, когда 
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3. Площадь поверхности.

Пусть 
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 - гладкая поверхность. Разобьем область 
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 прямыми параллельными координатным осям 
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 будет соответствовать координатная сеть. Пусть 
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 - прямоугольник в 
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; ему соответствует криволинейный прямоугольник 
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 на поверхности 
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. Он мало отличается от параллелограмма 
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. Тогда площадь поверхности 
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. Переходя к пределу, получим 
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Итак, 
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