Тема 1. Линии второго порядка.

§ 1. Эллипс. Гипербола. Парабола
.

Сведения из теории.

	Эллипс
	Гипербола
	Парабола
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[image: image13.wmf]22

22

1

xy

ab

+=

, где 
[image: image14.wmf]222

acb

-=



	
[image: image15.wmf]22

22

1

xy

ab

-=

, где 
[image: image16.wmf]222

cab

-=


	
[image: image17.wmf]2

2

ypx

=



	
	Асимптоты: 
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	Эксцентриситет 
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	Директориальное свойство 
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 - соответствующие фокус и директриса

	Уравнение в полярной системе координат 
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Уравнение задает весь эллипс
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Уравнение задает правую ветвь гиперболы
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Уравнение задает всю параболу


Задачи.

1. Написать каноническое уравнение эллипса с эксцентриситетом 
[image: image35.wmf]5
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 и малой полуосью 
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Указания. Общий вид канонического уравнения эллипса 
[image: image37.wmf]22

22

1

xy

ab

+=

. Значение 
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 дано, нужно найти значение 
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2. Найти полуоси, координаты фокусов, эксцентриситет и уравнения директрис эллипса, заданного уравнением 
[image: image45.wmf]22
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Указания. Приведем уравнение данного эллипса к каноническому виду: 
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3. Написать каноническое уравнение гиперболы, если угол между ее асимптотами равен 
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Указания. Найдем значения 
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 и подставим  в общий вид уравнения гиперболы. Так как угол между асимптотами равен 
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 равен либо 
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 (нарисуйте картинку!). Рассмотрим первый случай. Угловой коэффициент прямой есть тангенс угла между прямой и положительным направлением оси  
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, принадлежит гиперболе, координаты этой точки удовлетворяют уравнению гиперболы, то есть 
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. Расчеты для второго случая проведите самостоятельно. (
4. Точка 
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 является серединой хорды параболы, заданной уравнением 
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Указания. Пусть данная хорда лежит на прямой 
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, В и С - точки пересечения 
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, так как В и С принадлежат параболе. Так как А – середина ВС, применим формулы для нахождения середины отрезка: 
[image: image75.wmf]22

44

2,1

22

bc

cb

++

==

. Решая систему 
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. Запишем общее уравнение прямой 
[image: image79.wmf]l

, проходящей через точку 
[image: image80.wmf](

)

2,1

A

, параллельно вектору 
[image: image81.wmf](

)

(

)

1,27,27

lBC

uuur

r

P

. Тогда 
[image: image82.wmf]21

:0

12

x

l

y

-

==

-

 
[image: image83.wmf]230

xy

Û--=

.   (
5. Написать уравнение параболы с фокусом 
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Указания. Вспомним, что по определению 
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 - фокус параболы, 
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6. Доказать, что если хорда параболы проходит через ее фокус, то расстояние от середины этой хорды до директрисы параболы равно половине длины хорды.

Указания. Обозначим В,С – концы хорды параболы, А – середину хорды ВС, 
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 - основания перпендикуляров, опущенных соответственно из точек А, В, С на директрису параболы (нарисуйте картинку!). Во введенных обозначениях нам нужно доказать, что 
[image: image96.wmf]1

1

2

AABC

=

. По определению параболы 
[image: image97.wmf]11

,

BBBFCCCF

==

. Тогда 
[image: image98.wmf]11

BCBFFCBBCC

=+=+

. С другой стороны, 
[image: image99.wmf]11

BBCC

 - трапеция, 
[image: image100.wmf]1

AA

 - ее средняя линия. По свойству средней линии трапеции 
[image: image101.wmf](

)

(

)

111

111

222

AABBCCBFCFBC

=+=+=

. (
Домашнее задание.

1. Написать каноническое уравнение эллипса с эксцентриситетом 
[image: image102.wmf]3
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 и малой полуосью 
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2. Составить каноническое уравнение эллипса, если расстояние между фокусами равно 8, 
[image: image104.wmf]1
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3. Написать каноническое уравнение гиперболы, если ее асимптоты взаимно перпендикулярны и расстояние от вершины до ближайшей директрисы равно 
[image: image105.wmf]1

2

.

4. На прямой 
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 найти точку, сумма расстояний от которой до точек 
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5*. Даны прямая 
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, которые являются директрисой и соответствующим фокусом эллипса. Написать уравнение второй директрисы и найти координаты соответствующего ей фокуса, если большая полуось эллипса 
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6*. Доказать, что ортоцентр треугольника, вписанного в равностороннюю гиперболу, принадлежит той же гиперболе. 
Задачи к зачету и проверочным работам.

1. Изобразить на картинке, если это возможно, линии второго порядка: 1) 
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2. Вычислить эксцентриситет гиперболы, если ее полуоси равны между собой.

3. Составить каноническое уравнение эллипса, если фокальное расстояние 
[image: image121.wmf]210
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, а малая полуось 
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4. Составить каноническое уравнение гиперболы, если она проходит через точку 
[image: image123.wmf](
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 и имеет эксцентриситет 
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5. Составить каноническое уравнение параболы, если она симметрична относительно оси абсцисс и проходит через точку 
[image: image125.wmf](
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6. Написать каноническое уравнение эллипса с эксцентриситетом 
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7. Составить каноническое уравнение гиперболы, если расстояние между ее директрисами равно 
[image: image128.wmf]8
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8. Составить каноническое уравнение параболы, если ее директриса имеет уравнение 
[image: image130.wmf]150
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9. Определить эксцентриситет эллипса, если отрезок между фокусами виден из конца малой оси под углом 
[image: image131.wmf]a
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10. Написать каноническое уравнение гиперболы, если уравнения асимптот 
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11. На гиперболе 
[image: image134.wmf]22
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 найти точку, фокальные радиусы которой взаимно перпендикулярны.

12. Доказать, что директриса гиперболы проходит через ортогональную проекцию соответствующего фокуса на асимптоту.

§ 2. Асимптотические направления и асимптоты линии второго порядка(.

Сведения из теории.

Пусть в АСК 
[image: image135.wmf](

)

12

,,

Oee

rr

линия второго порядка 
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Определение. Направлением (в широком смысле) называется множество всех прямых, любые две из которых параллельны.

Определение. Направление называется асимптотическим направлением относительно линии второго порядка 
[image: image140.wmf]g

, если любая прямая этого направления пересекает 
[image: image141.wmf]g

 не более, чем в одной точке, либо содержится в ней.

Асимптотическое направление может быть задано любым направляющим вектором 
[image: image142.wmf]p
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 множества прямых, задающих направление. При этом говорят, что вектор 
[image: image143.wmf]p
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 имеет асимптотическое направление.

Теорема. Вектор 
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 имеет асимптотическое направление 
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Определение. Прямая 
[image: image146.wmf]l

 называется асимптотой, если она не пересекает линию 
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, либо содержится в ней.

Уравнение асимптоты: 
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Задачи.

1. Найти уравнения асимптот линии второго порядка, заданной уравнением а)
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Указания. а) Найдем асимптотические направления относительно 
[image: image153.wmf]g
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. Мы получили два направления: 1) 
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, которые задают асимптотические направления. Заметим, что 
[image: image172.wmf]1
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 мы могли взять равным любому числу (например 
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, следовательно, задает то же направление.
Напишем уравнения асимптот. Подставим данные задачи в общие формулы.
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[image: image179.wmf]30
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б) Решаем задачу аналогично пункту а). 
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[image: image182.wmf]12
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. В этом случае существует одно асимптотическое направление, которое задается вектором 
[image: image183.wmf](

)

1,1

p

-

r

. Напишем уравнение асимптоты. 
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[image: image185.wmf]50
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. Мы пришли к противоречию, следовательно, асимптоты не существует. Итак, 
[image: image186.wmf]g

 имеет одно асимптотическое направление и не имеет асимптот.
в) 
[image: image187.wmf]22
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[image: image189.wmf]12
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. Вектор асимптотического направления 
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. Напишем уравнение асимптоты. 
[image: image191.wmf](
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[image: image192.wmf]00
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. Мы получили, что любая точка плоскости принадлежит какой-либо асимптоте. Асимптотами являются все прямые параллельные вектору 
[image: image193.wmf](
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2. Через точку 
[image: image195.wmf](
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 проведены две прямые, имеющие лишь по одной общей точке с линией второго порядка 
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Указания. По определению асимптотического направления искомые прямые имеют асимптотические направления. Найдем их. 
[image: image197.wmf]22
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 задают асимптотические направления. Запишем параметрические уравнения искомых прямых:
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. Убедимся, что эти прямые пересекают 
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 только в одной точке. Вычислим величину 
[image: image206.wmf]Q

 для 
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 пересекает 
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 только в одной точке.
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[image: image216.wmf]Þ
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 пересекает 
[image: image218.wmf]g

 только в одной точке. (


3. При каких значениях 
[image: image219.wmf]a

 и 
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 уравнение 
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 является уравнением линии второго порядка а) не имеющей асимптотических направления; б) имеет одно асимптотическое направление и бесконечно много асимптот.

Указания. Пусть 
[image: image222.wmf](
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[image: image230.wmf]12
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[image: image232.wmf](
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[image: image233.wmf]606
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4. Написать уравнение линии второго порядка, которая пересекает каждую из координатных осей только в начале координат и проходит через точки 
[image: image234.wmf](
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Указания. Пусть искомая 
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 в единственной точке, то есть 
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 в единственной точке, то есть 
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 имеет асимптотическое направление. Тогда 
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Домашнее задание.

1. Найдите асимптотические направления и асимптоты линии второго порядка а)
[image: image260.wmf]2

71438410

xxyxy

-+-+=

, б) 
[image: image261.wmf]22
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[image: image262.wmf]22
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2. При каких значениях 
[image: image263.wmf]a

 и 
[image: image264.wmf]b

 уравнение 
[image: image265.wmf]22
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 является уравнением линии второго порядка а) имеющей два асимптотических направления и две асимптоты; б) имеющей одно асимптотическое направление и не имеющей асимптот.

3. Написать уравнение гиперболы, если уравнения ее асимптот 
[image: image266.wmf]360
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[image: image267.wmf]45200
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 и гипербола проходит через точку 
[image: image268.wmf](
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4*. Найти эксцентриситет гиперболы 
[image: image269.wmf]24230
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 (ПДСК).

5*. Вывести зависимость между эксцентриситетом гиперболы и углом между ее асимптотами.

Задачи к зачету и проверочным работам.

1. Найти и нарисовать асимптотические направления и асимптоты линий второго порядка 1) 
[image: image270.wmf]22
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2. Найдите асимптотические направления и асимптоты линии второго порядка 
[image: image279.wmf]22

320

xxyyxy

++-+=

.

3. Найдите асимптотические направления и асимптоты линии второго порядка 
[image: image280.wmf]22
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4. Написать уравнения прямых, содержащихся в линии второго порядка 
[image: image281.wmf]22
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5. Написать уравнения прямых, не имеющих общих точек с линией второго порядка 
[image: image282.wmf]2
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6. Написать уравнения асимптот линии второго порядка 
[image: image283.wmf]2
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7. Написать уравнения асимптот линии второго порядка 
[image: image284.wmf]22

4129361000

xxyyx

-+-+=

.

8. Написать уравнения асимптот линии второго порядка 
[image: image285.wmf]22
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9. Найдите асимптотические направления и асимптоты линии второго порядка 
[image: image286.wmf]22
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10. Найти прямые, пересекающие линию второго порядка 
[image: image287.wmf]22
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 только в одной точке.

11. Напишите уравнения асимптот гиперболы 
[image: image288.wmf]24230
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.

12. Вычислите угол между асимптотами гиперболы, если ее эксцентриситет 
[image: image289.wmf]2
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13. При каком значении параметра 
[image: image290.wmf]l

 линия 
[image: image291.wmf]22
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 пересекает прямую 
[image: image292.wmf]270
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 только в одной точке?

14. Написать уравнение гиперболы, проходящей через точку 
[image: image293.wmf](
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 и имеющей асимптоты, заданные уравнениями 
[image: image294.wmf]10
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[image: image295.wmf]210
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15. Найти условия для коэффициентов общего уравнения линии второго порядка в ПДСК, при которых обе прямые, содержащие биссектрисы координатных углов, имеют асимптотические направления.

§3. Центр и касательная  линии второго порядка*.

Сведения по теории.

Определение. Центром линии второго порядка называется центр ее симметрии.

Теорема. Пусть дана АСК 
[image: image296.wmf](
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Точка 
[image: image297.wmf](
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 является центром 
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Определение. Пусть 
[image: image300.wmf]0
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 принадлежит линии второго порядка 
[image: image301.wmf]g

 и не является ее центром. Прямая 
[image: image302.wmf]l

, проходящая через точку 
[image: image303.wmf]0
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 называется касательной линии второго порядка 
[image: image304.wmf]g

, если она пересекает 
[image: image305.wmf]g

 в двух совпавших точках, либо содержится в ней. Точка 
[image: image306.wmf]0
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 называется точкой касания.

Уравнение касательной: 
[image: image307.wmf](
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Задачи.

1. Найти множество центров линии второго порядка а) 
[image: image309.wmf]22
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[image: image310.wmf]22

44168130

xxyyxy

-+-++=

; в) 
[image: image311.wmf]2

2

ypx

=

; г) 
[image: image312.wmf]22

0

ya

-=

, где 
[image: image313.wmf]a

 - константа. 

Указания. а) Подставим данные задачи в общие формулы: 
[image: image314.wmf]3340
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. Решив систему, получим координаты центра. 
[image: image315.wmf]1
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. Итак, 
[image: image316.wmf](
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б) Подставим данные задачи в общие формулы: 
[image: image317.wmf]4280
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. Решив систему, получим координаты центра. 
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. Точка С(х,у) является центром тогда и только тогда, когда ее координаты удовлетворяют уравнению  
[image: image319.wmf]240
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 имеет прямую центров.
в) Запишем уравнение в виде 
[image: image321.wmf]2
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. Подставим данные задачи в общие формулы: 
[image: image322.wmf]0

0

p

y

-=

ì

í

=

î

. Система противоречива, то есть парабола центров не имеет.

г) Подставим данные задачи в общие формулы: 
[image: image323.wmf]00
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[image: image324.wmf]g

 имеет прямую 
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 центров. (
2. При каких значениях параметров 
[image: image326.wmf]a

 и 
[image: image327.wmf]b

 уравнение 
[image: image328.wmf]22

64240

xxyayxby

++++-=

 определяет линию второго порядка: а) без центров; б) с прямой центров; в) с единственным центром?

Указания. Запишем систему уравнений для координат центра: 
[image: image329.wmf]320
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[image: image330.wmf](
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. Чтобы линия не имела центров, система должна быть противоречива, то есть 
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Чтобы линия имела прямую центров, система должна иметь бесконечно много решений, то есть 
[image: image333.wmf]90
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[image: image334.wmf]9
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В противном случае, то есть при 
[image: image335.wmf]9
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 линия будет иметь единственный центр. (
3. Через точку 
[image: image337.wmf](
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 проведены касательные к параболе 
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Указания. Пусть прямая 
[image: image339.wmf]l

 проходит через точку А и имеет направляющий вектор 
[image: image340.wmf](
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 и параболы определяются системой 
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[image: image344.wmf](
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[image: image345.wmf]22
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[image: image346.wmf]l

 была касательной, она должна пересекать параболу в двух совпавших точках, то есть система должна иметь два совпавших корня, то есть характеристическое уравнение 
[image: image347.wmf]22
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 должно иметь два совпавших корня, то есть его дискриминант должен быть равен 0: 
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. Таким образом, через точку А проходят две касательные 
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4. Найти касательные к параболе 
[image: image354.wmf]2
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, параллельные прямой 
[image: image355.wmf]2410
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Указания. Эту задачу можно решать так же как 3. Мы посмотрим другой способ решения. Пусть 
[image: image356.wmf](
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 - точка касания  прямой 
[image: image357.wmf]l

. Тогда уравнение касательной 
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 примет вид 
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. Так как 
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 параллельна прямой 
[image: image362.wmf]2410
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 коэффициенты при х и у в их уравнениях пропорциональны: 
[image: image363.wmf]0
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. Решив систему 
[image: image366.wmf]0
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, получим точку касания. Точка касания 
[image: image367.wmf](
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 и, подставив ее координаты в уравнение касательной 
[image: image368.wmf]l

, получим 
[image: image369.wmf]220
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Домашнее задание.

1. Найти множество центров линии второго порядка а) 
[image: image370.wmf]22
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; б) 
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2. Найти касательную к параболе 
[image: image374.wmf]2
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, перпендикулярную прямой 
[image: image375.wmf]70
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3. Найти касательную к параболе 
[image: image376.wmf]2
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, параллельную прямой 
[image: image377.wmf]250
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4. Найти касательные к гиперболе 
[image: image378.wmf]22
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 в точках пересечения ее с прямой 
[image: image379.wmf]350
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      5*. Написать уравнение параболы, касающейся оси абсцисс в точке 
[image: image380.wmf](
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 и оси ординат в точке 
[image: image381.wmf](
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      6*. Доказать, что прямая 
[image: image382.wmf]0
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 является касательной эллипса 
[image: image383.wmf]22
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 тогда и только тогда, когда 
[image: image384.wmf]22222
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. Найти необходимые и достаточные условия того, что прямая 
[image: image385.wmf]0
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 касается гиперболы 
[image: image386.wmf]22
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 (параболы 
[image: image387.wmf]2
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7*. Доказать, что отрезок любой касательной к гиперболе, заключенный между асимптотами, делится точкой касания пополам.

8*. Даны прямая 
[image: image388.wmf]0
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 и парабола 
[image: image389.wmf]2
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. Найти значения 
[image: image390.wmf],,
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 при которых не существует касательной к данной параболе, параллельной данной прямой. Решите аналогичные задачи  для эллипса и гиперболы, заданных каноническими уравнениями.

Задачи к зачету и проверочным работам.

1. Найти и нарисовать центры линий второго порядка 1) 
[image: image391.wmf]22
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[image: image395.wmf]22

22

0

xy

ab

-=

, 6) 
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2. Найти уравнения касательных к эллипсу 
[image: image400.wmf]22
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, перпендикулярные прямой 
[image: image401.wmf]50
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3. Найти уравнения касательных к эллипсу 
[image: image402.wmf]22
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, перпендикулярные прямой 
[image: image403.wmf]50

xy

-+=

(ПДСК).

4. Найти уравнения касательных к эллипсу 
[image: image404.wmf]22
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, параллельные прямой 
[image: image405.wmf]30
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5. Найти касательные к эллипсу 
[image: image406.wmf]22
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, проходящие через точку 
[image: image407.wmf](

)

3,1

-

.

6. Найти касательную к параболе 
[image: image408.wmf]2
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, параллельную прямой 
[image: image409.wmf]270
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7. Дана парабола 
[image: image410.wmf]2
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. Найти касательные к этой параболе в точках ее пересечения с прямой 
[image: image411.wmf]45
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8. Найти касательную к гиперболе 
[image: image412.wmf]22
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, проходящую через точку 
[image: image413.wmf](
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9. Найти касательную к гиперболе 
[image: image414.wmf]22
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, параллельную прямой 
[image: image415.wmf]320
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10. Найти центры линии второго порядка а) 
[image: image416.wmf]22
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; в) 
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11. Написать уравнение гиперболы, проходящей через точку 
[image: image419.wmf](

)

0,5

A

-

 и имеющей асимптоты 
[image: image420.wmf]10
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 и 
[image: image421.wmf]210
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12. Написать уравнение линии второго порядка, если она имеет центр в точке 
[image: image422.wmf](
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, проходит через точку 
[image: image423.wmf](
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 и пересекает каждую из прямых 
[image: image424.wmf]2310
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 и 
[image: image425.wmf]50
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 лишь в одной точке.

§4. Диаметры линии второго порядка. Сопряженные диаметры. Главные диаметры.

Сведения по теории.

Определение. Диаметром линии второго порядка называется множество середин всех хорд, параллельных некоторому вектору 
[image: image426.wmf]0
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 неасимптотического направления. Данные хорды называются сопряженными диаметру.

Уравнение диаметра: пусть 
[image: image427.wmf](
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 - вектор неасимптотического направления. Тогда 
[image: image428.wmf](
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Свойства диаметров.

1. Если линия второго порядка имеет центры, то они принадлежат любому ее диаметру.

2. Если дана центральная линия второго порядка, то любая прямая неасимптотического направления, проходящая через ее центр, является диаметром. 

3. Любой диаметр нецентральной линии второго порядка имеет асимптотическое направление.

Определение. Два диаметра называются сопряженными, если каждый из них делит пополам хорды, параллельные другому диаметру.

Векторы 
[image: image429.wmf](
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[image: image430.wmf](
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 являются сопряженными относительно линии второго порядка тогда и только тогда, когда 
[image: image431.wmf]1111121212212222
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Определение. Направления, задаваемые векторами 
[image: image432.wmf](
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[image: image433.wmf](
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, называются главными относительно линии второго порядка 
[image: image434.wmf]g

, если они сопряжены относительно 
[image: image435.wmf]g

 и перпендикулярны.

Вектор 
[image: image436.wmf](
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 имеет главное направление тогда и только тогда, когда 
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Определение. Диаметр называется главным, если он перпендикулярен сопряженным хордам.
Задачи.

1. Точка 
[image: image438.wmf](
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 является серединой хорды параболы 
[image: image439.wmf]2
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. Написать уравнение прямой, на которой лежит эта хорда. 

Указания. Эту задачу мы уже решали в §1. Решим ее другим способом. Пусть 
[image: image440.wmf](
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 - направляющий вектор искомой прямой 
[image: image441.wmf]l

. Так как точка А – середина хорды, А принадлежит диаметру 
[image: image442.wmf]d

 данной параболы, сопряженному вектору 
[image: image443.wmf]p
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 (по определению диаметра). С одной стороны, запишем уравнение прямой 
[image: image444.wmf]d

,  используя общее уравнение диаметра: 
[image: image445.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image449.wmf](
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2. Написать уравнение диаметра гиперболы 
[image: image452.wmf]22
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, проходящей через точку 
[image: image453.wmf](
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 и диаметра ему сопряженного.

Указания. Так как гипербола является центральной линией, все ее диаметры проходят через ее центр, то есть через точку 
[image: image454.wmf](
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. Запишем уравнение диаметра 
[image: image455.wmf]1
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, проходящего через точки А и О: 
[image: image456.wmf]2
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. Пусть 
[image: image457.wmf]2
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 - диаметр, сопряженный диаметру 
[image: image458.wmf]1

d

 относительно гиперболы. По определению сопряженных диаметров, направляющий вектор 
[image: image459.wmf](
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 прямой 
[image: image460.wmf]1

d

 является сопряженным диаметру 
[image: image461.wmf]2
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[image: image463.wmf]0
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3. Найти общий диаметр двух линий второго порядка 
[image: image464.wmf]22
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Указания. Вычислим определитель 
[image: image466.wmf]1112
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[image: image469.wmf]1
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 - центральная линия гиперболического типа. Вычислим определитель 
[image: image470.wmf]D

 для 
[image: image471.wmf]2
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[image: image473.wmf]2
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 -нецентральная линия. По свойствам диаметров общий диаметр 
[image: image474.wmf]d

 проходит через центр 
[image: image475.wmf]1
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 и его направляющий вектор имеет асимптотическое направление относительно 
[image: image476.wmf]2
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. Найдем центр 
[image: image477.wmf]1
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[image: image480.wmf]3
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. Центр 
[image: image481.wmf]1
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: 
[image: image482.wmf]13
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. Найдем асимптотическое направление относительно 
[image: image483.wmf]2
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[image: image485.wmf](
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[image: image486.wmf]12
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[image: image487.wmf](
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. Запишем уравнение прямой 
[image: image488.wmf]d

, проходящей через точку С параллельно вектору 
[image: image489.wmf]p
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[image: image490.wmf]1

5

3

5

1

0

1

x

y

--

=

+

 или 

[image: image491.wmf]2
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4. Написать уравнения главных диаметров линии второго порядка 
[image: image492.wmf]22
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Указания. Найдем главные направления относительно данной линии второго порядка: 
[image: image493.wmf](
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[image: image496.wmf]1
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[image: image497.wmf]12
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. Итак, главные направления задаются векторами 
[image: image498.wmf](
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. Запишем уравнения диаметров, сопряженных этим направлениям. 
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5. Найти ось симметрии и вершину параболы 
[image: image504.wmf]22
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 (ПДСК).

Указания. Осью симметрии параболы является ее главный диаметр. Запишем уравнение главного диаметра 
[image: image505.wmf]d

 данной параболы. Для этого найдем главные направления относительно параболы: 
[image: image506.wmf](
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[image: image508.wmf]1
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[image: image509.wmf]12
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. Итак, главные направления задаются векторами 
[image: image510.wmf](
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. Из найденных векторов выберем вектор неасимптотического направления. Только для этого вектора существует сопряженный диаметр: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image514.wmf](
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[image: image516.wmf]510100
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. Это уравнение оси симметрии параболы. Вершина параболы – это точка пересечения оси симметрии параболы с параболой, то есть ее координаты суть решение системы уравнений 
[image: image517.wmf]22
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. Вершина параболы 
[image: image520.wmf](
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Домашнее задание. 

1. Написать уравнения главных диаметров линии второго порядка 
[image: image521.wmf]22
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2. Найти ось симметрии параболы 
[image: image522.wmf]22

230

xxyyxy

++++=

.

3. Найти уравнения двух сопряженных диаметров эллипса 
[image: image523.wmf]22

1

84

xy

+=

, один из которых проходит через точку 
[image: image524.wmf](

)

4,2

. 

4. Дан эллипс 
[image: image525.wmf]22

1

65

xy

+=

. Через точку 
[image: image526.wmf](

)

1,1

 провести хорду, делящуюся в этой точке пополам.

5. Найти общий диаметр двух линий второго порядка 
[image: image527.wmf]22

0

xxyyxy

----=

 и 
[image: image528.wmf]22

20

xxyyxy

++-+=

.

6*. Доказать, что касательные к эллипсу параллельны тогда и только тогда, когда прямая, проходящая через точки касания, является диаметром эллипса.

7*. Направление касательной к эллипсу сопряжено направлению диаметра, проходящего через точку касания.

Задачи к зачету и проверочным работам. 

1. Найти и нарисовать главные направления и главные диаметры линий второго порядка 1) 
[image: image529.wmf]22
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1
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+=

, 2) 
[image: image530.wmf]22
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, 3) 
[image: image531.wmf]22
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, 4) 
[image: image532.wmf]22
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, 5) 
[image: image533.wmf]22
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, 6) 
[image: image534.wmf]22

0
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, 7) 
[image: image535.wmf]22

0
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+=

, 8) 
[image: image536.wmf]2

0

y

=

, 9) 
[image: image537.wmf]2

2
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2. Написать уравнения главных диаметров линии второго порядка 
[image: image538.wmf]22

403625101220

xxyyxy

+++-+=

 (ПДСК).

3. Написать уравнения главных диаметров эллипса 
[image: image539.wmf]22

585181890

xxyyxy

++--+=

 (ПДСК).

4. Найти общий диаметр двух линий второго порядка 
[image: image540.wmf]22

2110

xxyy
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 и 
[image: image541.wmf](
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(
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22
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xy

--+=

.

5. Найти вершину параболы 
[image: image542.wmf]22

230

xxyyxy

++++=

 (ПДСК).

6. Найти главные направления и главные диаметры линии второго порядка 
[image: image543.wmf]22

2230

xxyyxy

-+--+=

 (ПДСК).

7. Найти уравнения двух сопряженных диаметров гиперболы 
[image: image544.wmf]22

1

64

xy

-=

, угол между которыми равен 
[image: image545.wmf]45

o

 (ПДСК).

8. Найти уравнения двух сопряженных диаметров гиперболы 
[image: image546.wmf]22

1

84

xy

-=

, один из которых проходит через точку 
[image: image547.wmf](

)

4,2

-

.

9. Написать уравнение диаметра параболы 
[image: image548.wmf]22

2230

xxyyxy

-+--+=

, проходящего через точку 
[image: image549.wmf](

)

1,3

-

.

10. Написать уравнения двух сопряженных диаметров эллипса 
[image: image550.wmf]22

1

164

xy

+=

, один из которых параллелен прямой 
[image: image551.wmf]210

xy

-+=

.

11. Написать уравнение главного диаметра и найти координаты вершины параболы 
[image: image552.wmf]2

210

xxy

+-+=

 (ПДСК).

12. Для линии второго порядка 
[image: image553.wmf]22

2533160

xxyyxy

+-++=

, написать уравнение диаметра, параллельного оси абсцисс и диаметра, ему сопряженного.

§5. Определение вида линии второго порядка по общему уравнению.

Сведения по теории.

Чтобы определить вид линии второго порядка, нужно:

Вычислим определитель 
[image: image554.wmf]1112

1222
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. Если 
[image: image555.wmf]1112

1222
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D=>

, то

	Эллиптический тип  

	Найдем центр 
[image: image556.wmf](

)

00

,

xy

 линии второго порядка 
[image: image557.wmf]g

: 
[image: image558.wmf]11012010
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	Центр не принадлежит 
[image: image559.wmf]g


	Центр  принадлежит 
[image: image560.wmf]g



	Определим, есть ли у 
[image: image561.wmf]g

 вещественные точки. Через центр 
[image: image562.wmf](

)

00

,

xy

 проведем прямую 
[image: image563.wmf]0

yy

=

 (или 
[image: image564.wmf]0

xx

=

) и найдем точки пересечения этой прямой с линией 
[image: image565.wmf]g

.
	ПАРА МНИМЫХ ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ПРЯМЫХ

	Точки пересечения вещественны

ЭЛЛИПС
	Точки пересечения мнимые

МНИМЫЙ ЭЛЛИПС
	


Если 
[image: image566.wmf]1112

1222
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, то 

	Гиперболический тип 

	Найдем центр 
[image: image567.wmf](

)
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,

xy

 линии второго порядка 
[image: image568.wmf]g

: 
[image: image569.wmf]11012010

12022020
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	Центр не принадлежит 
[image: image570.wmf]g


	Центр  принадлежит 
[image: image571.wmf]g



	ГИПЕРБОЛА
	ПАРА ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ПРЯМЫХ


Если 
[image: image572.wmf]1112

1222

0
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, то 

	Параболический тип

	Найдем центр 
[image: image573.wmf](

)
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,

xy

 линии второго порядка 
[image: image574.wmf]g

: 
[image: image575.wmf]11012010
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	Прямая центров
	Нет центров

	Центр не принадлежит 
[image: image576.wmf]g


Проведем произвольную прямую 
[image: image577.wmf]l

 неасимптотического направления и найдем точки пересечения с 
[image: image578.wmf]g


	Центр принадлежит 
[image: image579.wmf]g


	ПАРАБОЛА

	точки вещественные
	точки мнимые
	ПАРА СОВПАВШИХ ПРЯМЫХ
	

	ПАРА ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ
	ПАРА МНИМЫХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ
	
	


Задачи.

Определить вид линии второго порядка, не приводя ее уравнение к каноническому виду 

1.  
[image: image580.wmf]24250

xyxy
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; 

2. 
[image: image581.wmf]22

9241629110500

xxyyxy
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3.  
[image: image582.wmf]22

3232262100

xxyyxy
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4. 
[image: image583.wmf]22

9124390
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; 

5. 
[image: image584.wmf]24240

xyxy
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Указания. 1. Вычислим 
[image: image585.wmf]1112

1222
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[image: image586.wmf]g

Þ

 - гиперболического типа. Найдем центр С линии  
[image: image587.wmf]g

: 
[image: image588.wmf]20
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[image: image589.wmf]2
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[image: image590.wmf](
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C
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. Проверим, принадлежит ли центр 
[image: image591.wmf]g

: 
[image: image592.wmf](
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)
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. Центр не принадлежит 
[image: image593.wmf]g

 и линия второго порядка является гиперболой.
2. Вычислим 
[image: image594.wmf]1112

1222
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[image: image595.wmf]g
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 - параболического типа. Найдем центры  линии  
[image: image596.wmf]g

: 
[image: image597.wmf]29
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[image: image598.wmf]29
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. Система противоречива, то есть 
[image: image599.wmf]g

 не имеет центров, то есть 
[image: image600.wmf]g

 - парабола.
3. Вычислим 
[image: image601.wmf]1112

1222

31
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D==>

 
[image: image602.wmf]g
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 - эллиптического типа. Найдем центры  линии  
[image: image603.wmf]g

: 
[image: image604.wmf]320
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[image: image605.wmf]32081020
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[image: image606.wmf]52
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. Проверим, принадлежит ли центр 
[image: image607.wmf]g

: 
[image: image608.wmf]22
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Центр не принадлежит 
[image: image609.wmf]g

 и линия второго порядка является либо эллипсом, либо мнимым эллипсом. Проведем через центр 
[image: image610.wmf]g

 прямую 
[image: image611.wmf]32

:
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 и найдем точки пересечения ее с 
[image: image612.wmf]g

: 

[image: image613.wmf]22
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[image: image614.wmf]2
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. Вычислим дискриминант квадратного уравнения 
[image: image615.wmf]225272

4730

24

D
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èø

, то есть вещественных корней система не имеет и 
[image: image616.wmf]l

 пересекает 
[image: image617.wmf]g

 в мнимых точках, то есть 
[image: image618.wmf]g

 - мнимый эллипс.

4. Вычислим 
[image: image619.wmf]1112

1222
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[image: image620.wmf]g

Þ

 - параболического типа. Найдем центры  линии  
[image: image621.wmf]g

: 
[image: image622.wmf]960
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[image: image623.wmf]320
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. 
[image: image624.wmf]g

 имеет прямую центров 
[image: image625.wmf]320
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. Возьмем какой-либо центр, например, 
[image: image626.wmf](
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C

. Проверим, принадлежит ли центр 
[image: image627.wmf]g

: 
[image: image628.wmf]367236390

-++¹

. Центр не принадлежит линии 
[image: image629.wmf]g

, то есть 
[image: image630.wmf]g

 либо пара параллельных прямых, либо пара мнимых параллельных прямых. Проведем прямую 
[image: image631.wmf]l

 через точку 
[image: image632.wmf](

)
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 параллельно вектору 
[image: image633.wmf](
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1,0

p

r

 (он имеет неасимптотическое направление, так как 
[image: image634.wmf]22

911210400
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). Тогда 
[image: image635.wmf]:0

ly
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. Найдем точки пересечения 
[image: image636.wmf]l

 и 
[image: image637.wmf]g

:  
[image: image638.wmf]222
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. Система не имеет вещественных корней, следовательно, точки пересечения мнимые, 
[image: image639.wmf]g

 - пара мнимых параллельных прямых.

5. Вычислим 
[image: image640.wmf]1112

1222
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[image: image641.wmf]g

Þ

 - гиперболического типа. Найдем центр С линии  
[image: image642.wmf]g

: 
[image: image643.wmf]20
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[image: image644.wmf]2
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[image: image645.wmf](
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. Проверим, принадлежит ли центр 
[image: image646.wmf]g

: 
[image: image647.wmf](
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. Центр принадлежит 
[image: image648.wmf]g

 и линия второго порядка является парой пересекающихся прямых. (


Задачи к зачету и проверочным работам (домашнее задание).


Определить вид линии второго порядка, не приводя ее уравнение к каноническому виду 

	1. 
[image: image649.wmf]22
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	11. 
[image: image650.wmf]22
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[image: image651.wmf]22
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[image: image652.wmf]22
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[image: image653.wmf]22
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[image: image654.wmf]2
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	4. 
[image: image655.wmf]2
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[image: image656.wmf]22
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	5. 
[image: image657.wmf]24230
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[image: image658.wmf]22
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	6. 
[image: image659.wmf]22
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[image: image660.wmf]22
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[image: image661.wmf]22
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[image: image662.wmf]22

22240

xxyyxy

++++-=



	8. 
[image: image663.wmf]22
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	18. 
[image: image664.wmf]22
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	9. 
[image: image665.wmf]22
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	10. 
[image: image666.wmf]22
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19*. Найдите  необходимые и достаточные условия (на коэффициенты линии второго порядка) того, что линия второго порядка является параболой.

� Во всех задачах этого параграфа система координат прямоугольная декартова.


( Во всех задачах параграфа, если нет специальных оговорок, система координат аффинная.


* Во всех задачах параграфа, если нет специальных оговорок, система координат аффинная.
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