§8. Аффинная и декартова системы координат на плоскости. Деление отрезка в данном отношении. Уравнение окружности.

Сведения из теории: 

Определение. Аффинной системой координат (коротко,АСК)  на плоскости 
[image: image1.wmf]s

 называется четверка 
[image: image2.wmf](
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, где О – произвольная точка плоскости 
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 - базис векторного подпространства 
[image: image5.wmf]2
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 векторов, параллельных плоскости 
[image: image6.wmf]s
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Определение. Прямоугольной декартовой системой координат( коротко, ПДСК) называется аффинная система координат 
[image: image7.wmf](
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 - ортонормированный базис 
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Пусть М – произвольная точка плоскости 
[image: image10.wmf]s

, 
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 - аффинная система координат. Вектор 
[image: image12.wmf]OM
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 называется радиус-вектором точки М. Координаты радиус-вектора точки М в базисе 
[image: image13.wmf](
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 называются координатами точки М в аффинной системе координат 
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, то есть 
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. Обозначение 
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 или просто 
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Определение. Пусть даны точки 
[image: image18.wmf]12
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. Говорят, что точка М делит направленный отрезок 
[image: image19.wmf]12
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 в отношении 
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. Число 
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 также называют простым отношением трех точек 
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 и обозначают 
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Теорема. Пусть дана аффинная система координат 
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Теорема. Пусть дана прямоугольная декартова система координат 
[image: image29.wmf](
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Теорема.  Пусть дана аффинная система координат 
[image: image33.wmf](
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Следствие. Если М – середина отрезка 
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Задачи.

1. По координатам трех вершин A(1,4), B(3,-1), C(0,2)  параллелограмма ABCD  найти координаты четвертой вершины D (АСК).

Указания. (Нарисуйте картинку) Обозначим координаты 
[image: image39.wmf]12
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. По определению параллелограмма 
[image: image40.wmf]ABDC
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. Два вектора равны тогда и только тогда, когда их координаты равны. Нам надо найти координаты 
[image: image41.wmf](31,14)
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[image: image42.wmf](2,5)

AB

-

uuur

 и 
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. Приравнивая координаты векторов 
[image: image45.wmf]AB
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 и 
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, получим уравнения для вычисления координат точки D: 
[image: image47.wmf]1
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2. Доказать, что четыре точки А(1,1), В(2,3), С(7,4), D(5,0) является вершинами трапеции  (АСК).

Указания. По определению трапеция – это четырехугольник, у которого две стороны параллельны. Для того чтобы найти параллельные стороны, вычислим координаты векторов 
[image: image49.wmf](

)

1,2

AB

uuur

, 
[image: image50.wmf](

)

5,1

BC

uuur

, 
[image: image51.wmf](

)

2,4

CD

--

uuur

, 
[image: image52.wmf](

)

4,1

DA

-

uuur

. Векторы 
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 имеют пропорциональные координаты (-2:1=-4:2), значит, они коллинеарны и стороны АВ и СD четырехугольника ABCD параллельны (основания трапеции). Так как координаты векторов 
[image: image55.wmf]AB
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 и 
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 не пропорциональны, эти векторы не коллинеарны и точки А, В, С не лежат на одной прямой. Аналогично рассуждая, можно доказать, что никакие три из точек A, B, C, D не лежат на одной прямой, то есть образуют четырехугольник. (
3. Отрезок АВ разделен на три равные части точками М1 и М2. Найти координаты точек А и В, если М1(1,2), М2(3,4). (АСК)

Указания. Обозначим координаты точек 
[image: image57.wmf](
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. Тогда 
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. Два вектора равны тогда и только тогда, когда их координаты равны. Нам надо найти координаты 
[image: image60.wmf](

)

12

2,2

MM

uuuuuur

, 
[image: image61.wmf](
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. Приравнивая координаты векторов 
[image: image62.wmf]1
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, получим уравнения для вычисления координат точки А: 
[image: image64.wmf]1
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. Вычислите самостоятельно координаты точки В.  (
4. Направленный отрезок 
[image: image66.wmf]AB

 делится точкой С(4,2) в отношении 
[image: image67.wmf]1
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, а точкой D(13,5) – в отношении 
[image: image68.wmf]4
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. Найти координаты точек А и В (АСК).

Указания. Обозначим координаты точек 
[image: image69.wmf](
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. Применим формулы для вычисления простого отношения трех точек к точкам А,В и С: 
[image: image71.wmf]11
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. Применим эти же формулы для точек А,В и  D: 
[image: image72.wmf]1122
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. Решив полученную систему из четырех уравнений, получим координаты точек А и В. 


[image: image73.wmf]11

22

11

22

122

62

394

154

ab

ab

ab

ab

=+

ì

ï

=+

ï

í

-=-

ï

ï

-=-

î

  
[image: image74.wmf]Û
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5. По координатам двух вершин А(-3,2) и В(1,4) правильного треугольника АВС найти координаты третьей вершины С. (ПДСК)

Указания. Обозначим координаты точки 
[image: image78.wmf](
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. По определению правильного треугольника имеем АВ=АС и АВ=ВС. Запишем эти равенства в координатах.
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. Решив систему, мы получим координаты точки С.  Возведем оба уравнения системы в квадрат.
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. Нарисуйте на картинке полученные ответы.  (
6. Доказать, что точки А(2,1), В(0,5), С(4,-3) принадлежат одной прямой (АСК).

Указания. Три точки А,В,С принадлежат одной прямой ( 
[image: image87.wmf]ABBC
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. Чтобы проверить коллинеарность векторов, нужно вычислить их координаты. Если координаты векторов пропорциональны, то векторы коллинеарны. 
[image: image88.wmf](
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. Координаты пропорциональны, следовательно векторы коллинеарны, и точки А,В,С лежат на одной прямой. (
7. Найти координаты точки пересечения диагоналей четырехугольника ABCD с вершинами         А(-2,14), В(4,-2), С(6,-2), D(6,10) (АСК).

Указания. Обозначим Е(х,у) точку пересечения диагоналей четырехугольника ABCD. Точки А,С,Е лежат на одной прямой, значит, векторы 
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 и их координаты должны быть пропорциональны, то есть 
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. Аналогично, точки В,D,E  лежат на одной прямой, значит, векторы 
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 и их координаты должны быть пропорциональны, то есть 
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. Мы получили систему уравнений, решив которую получим координаты точки Е.
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8. Дан произвольный треугольник 
[image: image98.wmf]ABC
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 со сторонами 
[image: image99.wmf],,
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. Найти координаты точки пересечения биссектрис этого треугольника. 

Указания. Обозначим биссектрисы треугольника  
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. Обозначим координаты точки 
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, то есть координаты 
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, то их координаты пропорциональны и, следовательно, 
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Итак, 
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Задачи к зачету и проверочным работам.

1. Найти координаты точки пересечения медиан 
[image: image115.wmf]ABC

V

, если А(0,0), В(0,3), С(6,0) (АСК).

2. Отрезок с концами в точках А(3,-2) и В(6,4) разделен на три равные части. Найти координаты точек деления (АСК).

3. Лежат ли точки А(-2,1), В(4,4),С(0,2) на одной прямой? Если да, то в каком отношении точка В делит направленный отрезок 
[image: image116.wmf]CA

?

4. Найти длины медиан 
[image: image117.wmf]ABC
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, если А(2,4), В(-2,2),С(2,-2) (ПДСК).

5. Найти косинус острого угла и площадь ромба ABCD, если А(-6,-1), В(-4,-4), С(-1,-6), D(-3,-3) (ПДСК).

6. Вершины четырехугольника ABCD находятся в точках А(1,-3), В(8,0), С(4,8), D(-3,5). Доказать, что ABCD – параллелограмм (АСК).

7. Определить координаты вершин В и D квадрата ABCD, если А(-1,2) и С(1,-2) (ПДСК).

8. Даны три точки А(-2,-3), В(-1,2), С(4,1). доказать, что они являются вершинами равнобедренного треугольника и найти величины углов этого треугольника (ПДСК).

9. Даны координаты вершин А(2,-2), В(-3,1), С(7,7), D(7,1) четырехугольника ABCD. Доказать, что ABCD – трапеция и найти длину ее средней линии (ПДСК).

10. Доказать, что треугольник с вершинами в точках А(-2,-2), В(2,2), С(5,-1) прямоугольный и найти длину его гипотенузы (ПДСК).

11. Доказать, что треугольник с вершинами в точках А(2,1), В(3,0), С(1,5) тупоугольный и найти косинус тупого угла (ПДСК).

12. Даны координаты двух вершин А(3,-1),  В(-3,5) и координаты точки пересечения медиан этого треугольника М(1,1). Найти координаты третьей вершины С (АСК).

13. По координатам вершин А(1,1) и В(-2,1) квадрата ABCD вычислить координаты вершин С и D (ПДСК).

14. Дан произвольный треугольник 
[image: image118.wmf]ABC
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 со сторонами 
[image: image119.wmf],,
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. Найти координаты точки пересечения высот этого треугольника.

15. Дан произвольный треугольник 
[image: image120.wmf]ABC

V

 со сторонами 
[image: image121.wmf],,

abc

. Найти координаты точки пересечения высоты и медианы  этого треугольника.

16. Дан произвольный треугольник 
[image: image122.wmf]ABC

V

 со сторонами 
[image: image123.wmf],,

abc

. Найти координаты точки пересечения высоты и биссектрисы этого треугольника.

17*. Доказать, что произведение любых двух сторон треугольника равно произведению его высоты, проведенной из их общей вершины, на диаметр описанной окружности.

18*. Доказать, что никакие три вершины квадратов клетчатой бумаги не образуют вершин правильного треугольника.
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