Тема 3. Преобразования плоскости.

§ 1. Движения плоскости. Примеры. Параллельный перенос и поворот.
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 (подставить (0,0) в (*) и найти координаты 
[image: image61.wmf]A

¢

)


[image: image62.wmf][

]

0

сер

AAA

¢

=



[image: image63.wmf]00

AA

¢

®

 (подставить координаты 
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Задачи. 

1. Найти все инвариантные прямые параллельного переноса. 

Ответ. Все прямые, параллельные вектору 
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, определяющему параллельный перенос.

2. На плоскости даны две параллельные прямые 
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, пересекающая их. Найти образ произвольной точки М, прообраз произвольной точки 
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, образ и прообраз данной прямой 
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, образ и прообраз данной окружности 
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 при параллельном переносе, переводящем 
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 и оставляющем прямую 
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 инвариантной.

Идея решения. 1) Определим вектор параллельного переноса, используя первую часть задачи, то есть две параллельные прямые 
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[image: image89.wmf]p

T

AldldA

¢¢

=Ç¾¾®Ç=

, то есть 
[image: image90.wmf]AAp

¢

=

uuur

r

. Вспомним о второй части задачи. Образ и прообраз точки легко построить, используя таблицу. Чтобы построить образ и прообраз прямой достаточно построить образы (прообразы) двух ее точек. Можно поступить по-другому: построить образ (прообраз) одной точки прямой и вспомнить, что при параллельном переносе прямая переходит в параллельную прямую.

Чтобы построить образ (прообраз) окружности, построим образ (прообраз) ее центра и проведем окружность того же радиуса, что и исходная, так как движение сохраняет расстояния. (
3. Доказать, что на данных непараллельных прямых 
[image: image91.wmf]a

 и 
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 существуют точки А и В соответственно, такие, что направленный отрезок 
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 эквиполентен данному направленному отрезку 
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Идея решения. Проведем анализ задачи. Пусть направленный отрезок 
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 построен. Тогда 
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. Приступим к построению. Построим образ прямой 
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 (см. предыдущую задачу). Тогда 
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4. Найти все инвариантные прямые поворота.

Ответ. При 
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 инвариантных прямых нет. При 
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 инвариантными являются все прямые, проходящие через центр поворота. (
5. На плоскости даны два равных непараллельных отрезка. Построить образ и прообраз данной прямой при повороте, переводящем один данный отрезок в другой. Сколько решений имеет задача?

Идея решения. Пусть даны отрезки 
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 равноудалены от центра поворота О. Аналогично, точки 
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 равноудалены от центра поворота О. Следовательно, точка О принадлежит серединным перпендикулярам отрезков 
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, то есть является их пересечением. Угол поворота – это ориентированный угол между векторами 
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. Построим образ данной прямой 
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. Опустим на прямую 
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 перпендикуляр из центра поворота О. Обозначим основание перпендикуляра 
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. Построим образ 
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 точки 
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 при повороте и проведем прямую, перпендикулярную 
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. Это будет образ прямой 
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. Образно этот процесс можно представить себе следующим образом: соединяем прямую 
[image: image121.wmf]d

 с центром поворота О "жесткой палочкой" и крутим всю эту конструкцию вокруг точки О на нужный угол. ( 

6. На плоскости даны две прямые 
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 и точка О равноудаленная от них. Построить образ и прообраз произвольной окружности при повороте, для которого точка О инвариантна, прямая 
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 переходит в прямую 
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Идея решения. Пусть 
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. Тогда прямая 
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 получается из прямой 
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 поворотом вокруг точки О на угол 
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. Тогда опустим из тоски О перпендикуляры на прямые 
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. Чтобы построить образ окружности при повороте, нужно построить образ ее центра и в построенной точке провести окружность такого же радиуса. (
7. Даны две пересекающиеся прямые 
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 и точка О, не лежащая на них. Построить отрезок с концами на данных прямых и серединой в данной точке.

Идея решения. Проведем анализ задачи. Пусть искомый отрезок 
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 построен. Рассмотрим центральную симметрию с центром в точке О. Тогда 
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. Проведем построение. Во-первых, построим образ прямой 
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. Для этого достаточно через образ какой-нибудь точки прямой 
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 провести прямую, параллельную 
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. Получим 
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8. Доказать, что если одна прямая получена из другой поворотом на угол 
[image: image146.wmf]a

, то один из углов, образованных этими прямыми, будет равен 
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. В частности, центрально-симметричные прямые параллельны или совпадают.

Идея решения. Пусть прямая 
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 получается из прямой 
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 поворотом на угол 
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 вокруг точки О, М – точка пересечения 
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 и 
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.. Опустим перпендикуляры из точки О на прямые 
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 и 
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. Обозначим основания перпендикуляров 
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 и 
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 соответственно. Тогда четырехугольник 
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. Следовательно, четвертый его угол равен 
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. Смежный ему угол будет равен 
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. Это угол между прямыми 
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 и 
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Задачи к проверочной работе.

1. Даны две пары параллельных прямых 
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. Построить образ и прообраз данной прямой 
[image: image168.wmf]d

 при параллельном переносе, переводящем 
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 в 
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2. На плоскости дан квадрат 
[image: image173.wmf]ABCD

. Построить образ и прообраз данной окружности при повороте, переводящем данный квадрат в себя. Сколько решений имеет задача?

3. Два равнобедренных треугольника симметричны друг другу относительно некоторой прямой. Можно ли их отобразить друг на друга каким-либо еще движением?

4. Даны два противоположно направленных луча. Построить образ и прообраз данной прямой при повороте, переводящем один луч в другой.

5. Даны две равные окружности. Построить образ и прообраз данной точки при повороте на угол 
[image: image174.wmf]90

o

, переводящем одну окружность в другую.

6. Даны две прямые, пересекающиеся под углом 
[image: image175.wmf]45

o

. Существует ли точка плоскости, при повороте вокруг которой на угол 
[image: image176.wmf]90
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 одна данная прямая перейдет в другую?

7. Через данную точку А провести прямую так, чтобы ее отрезок с концами на данной прямой и окружности делился точкой пополам.

8. Построить квадрат, если дан его центр и две точки, принадлежащие противоположным сторонам квадрата.

9. Построить параллелограмм 
[image: image177.wmf]ABCD

 по двум заданным вершинам, если две другие вершины лежат на данной окружности.

      10.*. Внутри угла с вершиной О дана точка М. Построить прямую ОМ, не используя точку О.

      11*. На прямой 
[image: image178.wmf]l

 даны три точки А, В, С, причем В расположена между А и С. На отрезках АВ и ВС по одну сторону от прямой 
[image: image179.wmf]l

 построены правильные треугольники 
[image: image180.wmf]ABD

 и 
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. Точки М и 
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 - середины отрезков 
[image: image183.wmf]AE

 и 
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 соответственно. Доказать, что треугольник 
[image: image185.wmf]BMN

 - правильный.

§ 2. Движения плоскости. Примеры. Осевая симметрия и скользящая симметрия.

Задачи.

1. Найти все инвариантные прямые осевой симметрии.

Ответ. Ось симметрии и все прямые, перпендикулярные ей.

2. На плоскости даны прямая 
[image: image186.wmf]l

 и точка А, не лежащая на ней. Построить образ и прообраз окружности при осевой симметрии, для которой эти прямая и точка инвариантны.

Идея решения. У осевой симметрии все инвариантные точки лежат на оси, следовательно, ось 
[image: image187.wmf]s

 данной осевой симметрии проходит через точку А. Все инвариантные прямые осевой симметрии перпендикулярны ее оси, следовательно, 
[image: image188.wmf]sl
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. Рисуем ось 
[image: image189.wmf]s

. Этим осевая симметрия полностью определена, и мы можем забыть про первую часть задачи. Теперь точки А и прямой 
[image: image190.wmf]l

 для нас не существуют. Строим образ окружности, видя перед собой только ось 
[image: image191.wmf]s

. Для этого достаточно построить образ ее центра и провести окружность того же радиуса в построенной точке. (
3. На плоскости даны два равных непараллельных отрезка. Построить образ и прообраз данной прямой при скользящей симметрии, переводящей один отрезок во второй.

Идея решения. Пусть даны два отрезка 
[image: image192.wmf][
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. Вспомним очень хорошее свойство скользящей симметрии, которым нас обеспечила теорема Фалеса: середина отрезка, соединяющего соответствующие точки скользящей симметрии, лежит на ее оси. Тогда ось скользящей симметрии 
[image: image194.wmf](
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. Обозначим ее 
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. Построим образ отрезка 
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 при осевой симметрии 
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. Получим отрезок 
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. Тогда для параллельного переноса 
[image: image203.wmf]p
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 остается перевести отрезок 
[image: image204.wmf]AB
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 в отрезок 
[image: image205.wmf][

]

AB

¢¢

, то есть 
[image: image206.wmf]pAA
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. Мы полностью задали скользящую симметрию. Теперь вспомним о второй части задачи. Построим образы двух точек данной прямой и через эти образы проведем прямую. Это и будет образ данной прямой. (
4. На плоскости даны две пересекающиеся прямые 
[image: image207.wmf],
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¢

 и точка А. При каких условиях существует скользящая симметрия, переводящая 
[image: image208.wmf]l

 в 
[image: image209.wmf]l

¢

, для которой точка А лежит на инвариантной прямой? Построить образ и прообраз данной точки при этой скользящей симметрии. 

Идея решения.  Скользящая симметрия имеет единственную инвариантную прямую – ось 
[image: image210.wmf]s

. Значит, 
[image: image211.wmf]As
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. Угол между прямыми 
[image: image212.wmf]l

 и 
[image: image213.wmf]s

 равен углу между прямыми 
[image: image214.wmf]s

 и 
[image: image215.wmf]l

¢

(рисуем  как прямая 
[image: image216.wmf]l

 превращается в 
[image: image217.wmf]l
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: сначала она отразится от прямой 
[image: image218.wmf]s

 и превратится в прямую 
[image: image219.wmf]l
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. Мы видим, что 
[image: image220.wmf](

)

(

)

,,

lssl

Ð=Ð

%

. Дальше прямая параллельный перенос "сдвинет" 
[image: image221.wmf]l
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 и превратит в 
[image: image222.wmf]l
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. Угол между прямыми при этом сохранится). Следовательно, ось 
[image: image223.wmf]s

 должна быть параллельна биссектрисе угла, образованного прямыми 
[image: image224.wmf]l

 и 
[image: image225.wmf]l

¢

. Вектор параллельного переноса – это вектор, параллельный прямой 
[image: image226.wmf]s

 и переводящий 
[image: image227.wmf]l
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 в 
[image: image228.wmf]l
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. Далее смотрим в таблицу § 1 и строим образ и прообраз данной точки. (
5. Даны прямая 
[image: image229.wmf]l

 и точки А, В, лежащие по одну сторону от прямой 
[image: image230.wmf]l

. На прямой 
[image: image231.wmf]l

 найти точку М, такую, что 
[image: image232.wmf]AMMB
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 была бы наименьшей.

Идея решения. Анализ задачи. Отразим точку В от прямой 
[image: image233.wmf]l

: 
[image: image234.wmf](
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[image: image235.wmf]AMMBAMMB
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. Рассмотрим все ломаные 
[image: image236.wmf]AMB

, 
[image: image237.wmf]Ml
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. Наименьшую длину из них имеет отрезок прямой, содержащий точки 
[image: image238.wmf],,

AMB
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. Построение. Построим образ точки В при осевой симметрии 
[image: image239.wmf]l

S

. Соединим точки 
[image: image240.wmf]A

 и 
[image: image241.wmf]B
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. В пересечении с прямой 
[image: image242.wmf]l

 получим искомую точку М. (
6. Построить квадрат 
[image: image243.wmf]ABCD

, если его диагональ 
[image: image244.wmf]AC

 лежит на данной прямой 
[image: image245.wmf]l

, а вершины 
[image: image246.wmf]B

 и 
[image: image247.wmf]D

 лежат соответственно на данных окружностях 
[image: image248.wmf]1

w

 и 
[image: image249.wmf]2

w

.

Идея решения. Анализ задачи. Пусть искомый квадрат построен. Рассмотрим осевую симметрию с осью 
[image: image250.wmf]l

. Тогда 
[image: image251.wmf]11

:

l

SBD

ww

¢

Î®Î

. Кроме того по условию 
[image: image252.wmf]2
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. Значит, 
[image: image253.wmf]12
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, Проведем прямую 
[image: image254.wmf],,
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. Тогда 
[image: image255.wmf]1
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. Две вершины квадрата готовы! Построим еще две вершины квадрата. Пусть 
[image: image256.wmf]BDlO
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 - точка пересечения диагоналей квадрата. Так как диагонали квадрата равны, 
[image: image257.wmf]AOOCBO
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. На прямой 
[image: image258.wmf]l

 строим точки 
[image: image259.wmf]A

 и 
[image: image260.wmf]C

. (
Задачи к проверочной работе.

1. Построить образ и прообраз данного угла при осевой симметрии, если известно, что данные прямая и окружность инвариантны.

2. На плоскости даны две прямые 
[image: image261.wmf],
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 и точка А. Построить образ и прообраз точки А при осевой симметрии, переводящей 
[image: image262.wmf]l

 в 
[image: image263.wmf]l
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3. Построить образ и прообраз данного треугольника при скользящей симметрии, заданной инвариантной прямой и парой соответствующих точек 
[image: image264.wmf],

AA

¢

.

4. Построить образ и прообраз данной прямой при осевой симметрии, заданной инвариантной прямой и инвариантной точкой.

5. Даны две равные окружности 
[image: image265.wmf]1

w

 и 
[image: image266.wmf]2
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. Существует ли скользящая симметрия, отображающая одну из этих окружностей на другую? Отметьте на окружностях соответственно по точке А и В. Укажите скользящую симметрию, отображающую окружность 
[image: image267.wmf]1

w

 на окружность 
[image: image268.wmf]2

w

, при которой точка А отобразится в точку В.

6. Построить образ и прообраз данной окружности при осевой симметрии, переводящей данный квадрат в себя. Сколько решений имеет задача?

7. Дан острый угол и точка М внутри этого угла. Построить треугольник 
[image: image269.wmf]ABM

 наименьшего периметра, у которого вершины А и В лежат соответственно на сторонах данного угла.

8. Построить квадрат 
[image: image270.wmf]ABCD

, если его диагональ 
[image: image271.wmf]AC

 лежит на данной прямой 
[image: image272.wmf]l

, а вершины 
[image: image273.wmf]B

 и 
[image: image274.wmf]D

 лежат соответственно на данных прямых 
[image: image275.wmf]a

 и 
[image: image276.wmf]b

.

9. Построить квадрат 
[image: image277.wmf]ABCD

, если его диагональ 
[image: image278.wmf]AC

 лежит на данной прямой 
[image: image279.wmf]l

, а вершины 
[image: image280.wmf]B

 и 
[image: image281.wmf]D

 лежат соответственно на данной окружности 
[image: image282.wmf]w

 и данной прямой 
[image: image283.wmf]a

.

10*. С помощью построений определить расстояние от данной точки на стороне угла до его вершины, если эта вершина недоступна.

11*. Точка А расположена на расстоянии 50
[image: image284.wmf]r

 от центра круга радиуса 
[image: image285.wmf]r

. Разрешается отразить точку симметрично относительно любой прямой, пересекающей круг. Доказать, что а) за 25 отражений точку А можно "загнать" внутрь данного круга, б) за 24 отражения этого сделать нельзя.

      12*. Дан треугольник АВС. Точки 
[image: image286.wmf]111
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 - основания его высот. Доказать, что прямая 
[image: image287.wmf](
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 является осью скользящей симметрии 
[image: image288.wmf](
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§ 3. Аналитическое задание движения.

Задачи.

1. Записать формулы движения, имеющего единственную инвариантную точку и переводящего 
[image: image289.wmf](
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, а окружность 
[image: image290.wmf](

)

(

)

22

:225

xy

w

+++=

 в окружность 
[image: image291.wmf](
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Решение. Во-первых, определим вид движения. Смотрим в таблицу §1 и видим, что единственную инвариантную точку имеет поворот. Во-вторых, нарисуем картинку и решим задачу  "на  картинке", как мы делали это в §1, 2. Мы знаем, что при движении центр окружности переходит в центр ее образа, то есть 
[image: image292.wmf](
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 при этом повороте перейдет в точку 
[image: image293.wmf](
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. Итак, поворот задан двумя парами соответствующих точек: 
[image: image294.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image296.wmf](
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. Такую задачу мы уже решали в §1. Центр поворота О есть пересечение серединных перпендикуляров к отрезкам 
[image: image297.wmf][
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[image: image298.wmf][
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. Напишем уравнения этих прямых. Пусть 
[image: image299.wmf]0
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- середина отрезка 
[image: image300.wmf][
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. Серединный перпендикуляр 
[image: image302.wmf]a

 задается точкой 
[image: image303.wmf]0
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 и перпендикулярным вектором 
[image: image304.wmf](
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[image: image306.wmf](
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. Аналогично найдем второй серединный перпендикуляр 
[image: image307.wmf]b

. Имеем 
[image: image308.wmf]0
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 - середина отрезка 
[image: image309.wmf][
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 и 
[image: image310.wmf](
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. Тогда серединный перпендикуляр 
[image: image311.wmf]b

 задается точкой 
[image: image312.wmf](
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 и перпендикулярным вектором 
[image: image313.wmf](
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. Тогда 
[image: image314.wmf]:0
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. Найдем координаты точки 
[image: image315.wmf]Oab
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, то есть 
[image: image317.wmf](

)

0,2

O

. Найдем угол поворота 
[image: image318.wmf](
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. Используем формулы для нахождения синуса и косинуса ориентированного угла. Тогда 
[image: image319.wmf](
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. Нам достаточно данных, чтобы составить формулы поворота. Посмотрим в таблицу §1 и подставим в общие формулы поворота наши данные: 
[image: image320.wmf](
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2. Найти уравнение образа прямой 
[image: image321.wmf]:2510
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 при движении, не имеющем инвариантных точек, при котором прямая 
[image: image322.wmf]:20:230
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Решение. Разделим задачу на три части: во-первых, определим вид движения, во-вторых, запишем его формулы, в-третьих, по формулам найдем образ заданной прямой.

Для определения вида движения берем только вторую часть задачи (временно забудем про первую прямую). Нарисуем картинку. Мы видим, что 
[image: image324.wmf]aa
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[image: image326.wmf]a
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. Движениями, не имеющими инвариантных точек, являются параллельный перенос и скользящая симметрия. Скользящая симметрия переводит прямую 
[image: image327.wmf]l

 в параллельную ей прямую 
[image: image328.wmf]l
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 только когда прямая параллельна оси или перпендикулярна ей. Если бы скользящая симметрия переводила 
[image: image329.wmf](

)

,,

aabbaabb

¢¢¢¢

®®

PP

, то 
[image: image330.wmf]ab
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. Что противоречит условию задачи. Следовательно, это параллельный перенос. Найдем координаты вектора этого параллельного переноса. 

Рассмотрим точку 
[image: image331.wmf]Aab
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 и найдем образ этой точки при параллельном переносе. Удобно записывать следующим образом: 
[image: image332.wmf]p
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, то есть 
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[image: image334.wmf]A

 и
[image: image335.wmf]A

¢

, затем вектора 
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[image: image339.wmf](
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Запишем уравнения параллельного переноса: 
[image: image340.wmf]13
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Приступим к третьей части задачи. Чтобы найти образ прямой 
[image: image341.wmf]d

, выразим из формул параллельного переноса 
[image: image342.wmf]x

 и 
[image: image343.wmf]y

 и подставим в уравнение прямой 
[image: image344.wmf]d

. Удобная запись: 
[image: image345.wmf](

)

(

)

:2510:2135810

dxydxy

¢¢¢

+-=®+++-=
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[image: image346.wmf]:25650
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3. Найти прообраз прямой 
[image: image347.wmf]0
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при движении, имеющем инвариантную прямую 
[image: image348.wmf]20

xy

-=

 и инвариантную точку 
[image: image349.wmf](
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Решение. Во-первых, определим вид движения. Нарисуем картинку. Мы видим, что точка 
[image: image350.wmf]A

 не принадлежит данной прямой. Инвариантные точки имеют поворот (центральная симметрия) и осевая симметрия. Инвариантные прямые имеют центральная симметрия и осевая симметрия. Но у центральной симметрии все инвариантные прямые проходят через инвариантную точку. Следовательно, это – осевая симметрия 
[image: image351.wmf]l
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. Найдем уравнение оси 
[image: image352.wmf]l

. Все инвариантные точки лежат на оси 
[image: image353.wmf]l

, следовательно, 
[image: image354.wmf](
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. Инвариантные прямые осевой симметрии, отличные от ее оси, перпендикулярны ей, то есть 
[image: image355.wmf]l
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. Пишем уравнение прямой, проходящей через данную точку перпендикулярно данной прямой. Тогда 
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. Смотрим в таблицу §1 и записываем формулы осевой симметрии с осью 
[image: image358.wmf]:220
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[image: image359.wmf](
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Найдем прообраз прямой 
[image: image360.wmf]:0
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 при этой осевой симметрии. Данная прямая является образом для своего прообраза, значит, ее переменные должны быть обозначены буквами со штрихами: 
[image: image361.wmf]:0
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. Чтобы найти ее прообраз, нужно подставить 
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 из формул осевой симметрии в уравнение прямой 
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 - прообраза прямой 
[image: image366.wmf]d
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4. Написать формулы движения, имеющего единственную инвариантную прямую 
[image: image367.wmf]0
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, при котором 
[image: image368.wmf](
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Решение. Единственную инвариантную прямую имеет только скользящая симметрия. Эта прямая является ее осью, то есть ось скользящей симметрии 
[image: image369.wmf]:0
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. Нам осталось найти только вектор параллельного переноса. Нарисуем картинку. Пусть 
[image: image370.wmf](
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. Определив координаты точки 
[image: image372.wmf](
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, мы найдем координаты вектора 
[image: image373.wmf]pBB
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. Рассмотрим одно из возможных решений этой вспомогательной задачи. Оно не самое короткое, но самое универсальное. Идея этого решения у нас уже записана: 
[image: image374.wmf](
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! Здесь написано, что мы должны сначала записать формулы осевой симметрии, а затем найти образ точки 
[image: image375.wmf]B

, пользуясь этими формулами. Реализуем эту идею. Подставим в общие формулы осевой симметрии наши данные. 
[image: image376.wmf](
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. Чтобы найти координаты образа точки 
[image: image377.wmf](
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, нужно подставить ее координаты в формулы 
[image: image378.wmf]l
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 вместо 
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 и 
[image: image380.wmf]y

. Получим 
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[image: image382.wmf](

)

1,1

pBB

¢

=-

uuur

r

%

. У нас достаточно данных, чтобы записать ответ задачи. Смотрим в таблицу и записываем формулы скользящей симметрии: 
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5. На прямых 
[image: image384.wmf]:40
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[image: image385.wmf]:260
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 найти точки, которые являются соседними вершинами квадрата с центром в точке О(0,1).

Идея  решение. Забудем сначала про уравнения и решим задачу "в картинках" как мы делали это в §1,2. Нам даны две не параллельные прямые и точка, не принадлежащая этим прямым. Пусть задача решена и построен квадрат 
[image: image386.wmf]ABCD

, где 
[image: image387.wmf],
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[image: image388.wmf]O

 - центр квадрата. Рассмотрим поворот вокруг точки О на угол 
[image: image389.wmf]2
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. Тогда 
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 и по условию 
[image: image391.wmf]Bb
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, следовательно, 
[image: image392.wmf]Bab
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. Из этой записи мы видим, как построить вершину 
[image: image393.wmf]B

 квадрата: надо построить образ прямой 
[image: image394.wmf]a

 при повороте вокруг точки 
[image: image395.wmf]O

 на угол 
[image: image396.wmf]2
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 и пересечь его с прямой 
[image: image397.wmf]b

. Тогда вершину 
[image: image398.wmf]A

 легко найти как прообраз точки 
[image: image399.wmf]B

 при рассматриваемом повороте. Точки 
[image: image400.wmf],
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 найдем, зная, что 
[image: image401.wmf]O

 - середина отрезков 
[image: image402.wmf][
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. Осталось только провести занудные вычисления. Проведите их самостоятельно! (
Задачи к проверочной работе.

1. Найти уравнение образа прямой 
[image: image404.wmf]50
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 при движении с единственной инвариантной точкой, при котором точки 
[image: image405.wmf](
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2. На плоскости дан квадрат 
[image: image407.wmf]ABCD

. Составить формулы движений 1 рода, не имеющих инвариантных прямых, при которых квадрат переходит в себя, если 
[image: image408.wmf](
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3. Записать уравнения скользящей симметрии, при которой синусоида 
[image: image410.wmf]sin
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 инвариантна.

4. Написать формулы движения, имеющего одну единственную инвариантную точку, инвариантные прямые, и переводящего окружность 
[image: image411.wmf](
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 в окружность 
[image: image412.wmf](
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5. Написать формулы движения, имеющего инвариантную прямую и инвариантную окружность, заданные уравнениями 
[image: image413.wmf]20
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 и 
[image: image414.wmf](
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, соответственно. Найти уравнение прообраза прямой 
[image: image415.wmf]690
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 при этом движении. 

6. Написать формулы движения, единственная инвариантная прямая которого параллельна прямой 
[image: image416.wmf]60

xy

-+=

 и 
[image: image417.wmf](

)

(

)

0,12,1

BB

¢

®

.

7. Найти уравнение прообраза прямой 
[image: image418.wmf]320
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 при движении 1 рода, при котором прямая 
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 инвариантна, а прямая 
[image: image420.wmf]430
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 переходит в прямую 
[image: image421.wmf]4340
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8. Найти образ точки 
[image: image422.wmf](
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 при движении, не имеющем инвариантных точек и переводящем  
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9. Найти координаты прообраза точки 
[image: image425.wmf](
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 при движении первого рода, для которого точка 
[image: image426.wmf](
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[image: image427.wmf]310

xy

-+=

 переходит в прямую 
[image: image428.wmf]310
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10. Написать формулы движения 1 рода, при котором прямая 
[image: image429.wmf]:40:0
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, и точка 
[image: image430.wmf](
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 инвариантна.

11. Найти координаты вершин А и В равнобедренного прямоугольного треугольника АВС с прямым углом С, если С(1,0), точка А лежит на прямой 
[image: image431.wmf]10
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, а точка В принадлежит окружности 
[image: image432.wmf](
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12. Найти координаты вершин квадрата 
[image: image433.wmf]ABCD

, если уравнение прямой, содержащей его диагональ АС 
[image: image434.wmf]20
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, а вершины В и 
[image: image435.wmf]D

 принадлежат соответственно оси ординат и окружности 
[image: image436.wmf](
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13*. Составить формулы движений второго рода, если известно, что образы точек А(0,1), В(1,0), С(1,1) принадлежат соответственно прямым 
[image: image437.wmf]0,0,10
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14*. Дан треугольник АВС. Определить вид движения 
[image: image438.wmf](
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 и элементы его задающие.

15*. Дан треугольник АВС. Во внешнюю сторону построены правильные треугольники. Доказать, что их центры образуют правильный треугольник.
§4. Определение вида движения.
Рассмотрим три типа задач на определение вида движения:
1. Движение задано парой ортонормированных реперов.
Пусть даны два ортонормированных репера 
[image: image439.wmf](,,)
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 (проще говоря, нарисованы два прямоугольных равнобедренных треугольника 
[image: image441.wmf]OAB

 и 
[image: image442.wmf]'''
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, у которых углы 
[image: image443.wmf],'
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 - прямые). Чтобы определить вид движения нужно:
1) Определим, сохраняет или меняет движение ориентацию плоскости. Для этого нарисуем стрелки от вектора 
[image: image444.wmf]OA
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 к вектору 
[image: image445.wmf]OB
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 и от вектора 
[image: image446.wmf]''
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. Если стрелки обе направлены по часовой стрелке (или обе – против часовой стрелки), то движение не меняет ориентации плоскости, то есть является движением первого рода. Если одна стрелка направлена по часовой, а другая – против часовой стрелки, то движение меняет ориентацию плоскости, то есть является движением второго рода. 
2) Если движение первого рода, то это либо параллельный перенос, либо поворот. Параллельный перенос характеризуется тем, что векторы 
[image: image448.wmf]',','
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 равны между собой – это вектор параллельного переноса. Поворот характеризуется тем, что серединные перпендикуляры к отрезкам, соединяющим соответствующие точки движения, пересекаются в одной точке, то есть если провести через середины отрезков 
[image: image449.wmf]',','
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 перпендикуляры, то они пересекутся в одной точке – центре поворота. Рисуем картинку и смотрим, что получается. Найдите на картинке угол поворота.
3) Если движение второго рода, то это либо осевая симметрия, либо скользящая симметрия. Рассмотрим середины отрезков 
[image: image450.wmf]',','
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. В обоих случаях они будут лежать на одной прямой 
[image: image451.wmf]l

.  Если прямая 
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 перпендикулярна отрезкам 
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, то это осевая симметрия, а если – нет, то скользящая симметрия. Сообразите, как найти вектор переноса для этой скользящей симметрии.
2. Движение задано формулами.  Напомним, что

формулы 
[image: image454.wmf]11120
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 - ортогональна, задают движение.

Напомним, что матрица С называется  ортогональной, если 

1) 
[image: image456.wmf]22
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Чтобы определить вид движения, нужно 

1. Определить род движения (вычислить определитель 
[image: image459.wmf]1112
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2. Найти количество инвариантных точек (в формулы движения подставить 
[image: image460.wmf],
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 и решить систему уравнений 
[image: image461.wmf]11120

21220

xcxcyx

ycxcyy

=++

ì

í

=++

î

. Количество ее решений 
[image: image462.wmf](
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 равно количеству инвариантных точек движения).

3. Посмотреть в таблицу §1.

3. Определение вида движения с помощью разложения в композицию осевых симметрий.

 Напомним, что 
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[image: image466.wmf]Oml

RSS

a

=

o

, где 
[image: image467.wmf]lmO

Ç=

, 
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Например, надо определить вид движения 
[image: image469.wmf]2
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(рисуем картинку). Постараемся разложим каждое из этих движений в композицию двух осевых симметрий так, чтобы первая осевая симметрия от поворота была такая же,  как вторая осевая симметрия от параллельного переноса, то есть

[image: image470.wmf]2
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. Тогда эти прямые должны удовлетворять требованиям 
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[image: image474.wmf](
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. Из этих требований видим, что прямая 
[image: image475.wmf]m

 должна проходить через точку О перпендикулярно вектору 
[image: image476.wmf]p
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. Две остальные прямые достраиваются по прямой 
[image: image477.wmf]m

 однозначно (рисуем их на картинке). Итак, 
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 является  поворотом вокруг точки 
[image: image484.wmf]Q

 на угол 
[image: image485.wmf]2
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 (нарисуйте картинку).
Задачи.

1. Выяснить, определяют ли формулы 
[image: image486.wmf]34
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, записанные в ПДСК, движение? Найти образ и прообраз точки 
[image: image487.wmf](
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 при этом движении; образ и прообраз прямой 
[image: image488.wmf]:230
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Решение. Проверим, является ли матрица 
[image: image489.wmf]34
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 ортогональной. Действительно,  
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. Матрица ортогональна, следовательно, формулы задают движение. Найдем образ точки 
[image: image493.wmf](
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. Из этой записи хорошо видно, что координаты точки 
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 и 
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 в формулы движения. Тогда вычислив значения 
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Найдем прообраз точки 
[image: image503.wmf](
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 - прообраз точки 
[image: image506.wmf]M

. Теперь точка М сама является образом и ее координаты нужно подставлять в формулы движения  вместо 
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. Получим систему, решив которую найдем координаты точки 
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Найдем образ прямой 
[image: image512.wmf]:230
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. Первый способ. Взять две точки на прямой 
[image: image513.wmf]l

, найти их образы и через них провести прямую. Это будет 
[image: image514.wmf]l
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Второй способ. Запишем 
[image: image515.wmf]:230:
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. Нужно из формул движения выразить 
[image: image516.wmf],
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 и подставить в уравнение прямой 
[image: image517.wmf]l

. Получим уравнение с переменными 
[image: image518.wmf],
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Найдем прообраз прямой 
[image: image520.wmf]:230
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. Первый способ решения такой же как для нахождения образа. Второй способ. Запишем 
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 сама является образом, следовательно, ее переменные надо обозначать 
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. Теперь видно, чтобы найти ее прообраз, нужно подставить выражения для 
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 из формул в уравнение прямой 
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. Ответ запишем на свободное место. 
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. Раскрывая скобки и приводя подобные, получим уравнение прообраза прямой 
[image: image528.wmf]l

. (
2. Определить вид движения и элементы его определяющие
а) 
[image: image529.wmf]3443
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[image: image530.wmf]3443
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[image: image531.wmf]34431
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[image: image532.wmf]2,4
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[image: image534.wmf]2,2
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[image: image535.wmf]2,4
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. Записать уравнения инвариантных прямых.

Решение. а) Определим род движения 
[image: image536.wmf]3
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Найдем инвариантные точки. Точка является инвариантной тогда и только тогда, когда 
[image: image537.wmf](
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[image: image538.wmf],
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[image: image539.wmf]34
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[image: image540.wmf]24
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[image: image541.wmf]3

3

2

2450

1

2

x

xy

xy

y

ì

=

=

ì

ï

Û

íí

+-=

î

=

ï

î

. Движение 1 рода и имеет одну инвариантную точку – это поворот  вокруг точки 
[image: image542.wmf](
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[image: image543.wmf]a

 такой, что 
[image: image544.wmf]3
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. Инвариантных прямых нет. 

б) Определим род движения 
[image: image545.wmf]3
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Найдем инвариантные точки. Точка является инвариантной тогда и только тогда, когда 
[image: image546.wmf](
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, то есть 
[image: image547.wmf],
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. Подставим в формулы движения:
[image: image548.wmf]34
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[image: image549.wmf]84
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. Система противоречива, следовательно, инвариантных точек нет. Это скользящая симметрия. Найдем элементы ее определяющие (см. таблицу). Рассмотрим точку 
[image: image550.wmf](
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[image: image551.wmf](
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. Найдем координаты середины отрезка 
[image: image552.wmf][
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[image: image553.wmf]0
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. Эта точка принадлежит оси скользящей симметрии, также как и точка 
[image: image554.wmf]0
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 (мы подставили координаты точки 
[image: image555.wmf]0
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 в формулы движения). Вектор 
[image: image556.wmf]p
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 параллельного переноса, входящего в скользящую симметрию, есть вектор 
[image: image557.wmf]00
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. Ось скользящей симметрии: 
[image: image558.wmf](
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[image: image559.wmf]3
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. Единственная инвариантная прямая – ось скользящей симметрии 
[image: image560.wmf]3
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в) Определим род движения 
[image: image561.wmf]3

4

55

1

3

4

55

-

D==-Þ

II род

Найдем инвариантные точки. Точка является инвариантной тогда и только тогда, когда 
[image: image562.wmf](
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, то есть 
[image: image563.wmf],
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. Подставим в формулы движения:
[image: image564.wmf]34
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[image: image565.wmf]84
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. Система имеет бесконечно много решений, то есть движение имеет прямую 
[image: image566.wmf]8450
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 инвариантных точек. Это осевая симметрия с осью 
[image: image567.wmf]8450
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. Инвариантными прямыми являются ось осевой симметрии 
[image: image568.wmf]8450
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 и все прямые перпендикулярные оси: 
[image: image569.wmf]20
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, С – произвольная константа.

г) Определим род движения: 
[image: image570.wmf]10
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 род. Найдем инвариантные точки: 
[image: image571.wmf]202
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 . Система противоречива, следовательно, инвариантных точек нет. Это параллельный перенос на вектор 
[image: image572.wmf](
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 (свободные члены в формулах движения). Инвариантные прямые: все прямые, параллельные вектору 
[image: image573.wmf](
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. Их уравнения: 
[image: image574.wmf]20
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, где С – произвольная константа. 

д) Определим род движения: 
[image: image575.wmf]10
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 род. Найдем инвариантные точки: 
[image: image576.wmf]202
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. Система противоречива, следовательно, инвариантных точек нет. Это скользящая симметрия. Найдем ее определяющие элементы. Рассмотрим точку 
[image: image577.wmf](
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. Найдем ее образ по формулам 
[image: image578.wmf](
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. Найдем координаты середины отрезка 
[image: image579.wmf][
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[image: image580.wmf](
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. Эта точка принадлежит оси скользящей симметрии, также как и точка 
[image: image581.wmf](
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 (мы подставили координаты точки 
[image: image582.wmf](
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 в формулы движения). Вектор 
[image: image583.wmf]p
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 параллельного переноса, входящего в скользящую симметрию, есть вектор 
[image: image584.wmf](
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. Ось скользящей симметрии: 
[image: image585.wmf](
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[image: image586.wmf]20
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. Единственная инвариантная прямая – ось скользящей симметрии 
[image: image587.wmf]20
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е) Определим род движения: 
[image: image588.wmf]01
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 род. Найдем инвариантные точки: 
[image: image589.wmf]200
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. Система имеет бесконечно много решений, то есть движение имеет бесконечно много инвариантных точек, лежащих на прямой 
[image: image590.wmf]20
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. Это осевая симметрия с осью 
[image: image591.wmf]20
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. Инвариантными прямыми являются ось осевой симметрии 
[image: image592.wmf]20
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 и все прямые перпендикулярные оси: 
[image: image593.wmf]0
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, С – произвольная константа.

ж) Определим род движения: 
[image: image594.wmf]10

10

01

I

-

D==>Þ

-

 род. Найдем инвариантные точки: 
[image: image595.wmf]21
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. Движение имеет единственную инвариантную точку, следовательно, это поворот вокруг этой точки 
[image: image596.wmf](
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 на угол 
[image: image597.wmf]a

, для которого 
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, то есть 
[image: image599.wmf]ap
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. Это центральная симметрия. Инвариантными прямыми являются все прямые, проходящие через точку 
[image: image600.wmf](
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[image: image601.wmf]1
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 для любых 
[image: image602.wmf]12
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Задачи к проверочной работе.

1. Доказать, что формулы, записанные в ПДСК, задают движение, определить его вид и задающие элементы, записать уравнения инвариантных прямых, найти образ и прообраз прямой 
[image: image603.wmf]10
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 при этом движении, образ и прообраз окружности 
[image: image604.wmf](
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2. Нарисована пара ортонормированных реперов. Определить вид движения и элементы, его задающие.

3. Определить вид движения 
[image: image616.wmf],
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[image: image619.wmf],
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§ 5. Преобразование подобия. Гомотетия.

Определение. Пусть на плоскости фиксирована точка 
[image: image622.wmf]0
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 и дано число 
[image: image623.wmf]0
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. Гомотетией называется такое преобразование плоскости 
[image: image624.wmf]0
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, что 
[image: image625.wmf]00
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. Точка 
[image: image626.wmf]0

M

 называется центром гомотетии, а число 
[image: image627.wmf]0
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 называется коэффициентом гомотетии.

Свойства гомотетии.

1. 
[image: image628.wmf]0

M

 - единственная инвариантная точка гомотетии.

2. Гомотетия 
[image: image629.wmf]0
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 является подобием первого рода с коэффициентом 
[image: image630.wmf]m
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3. 
[image: image631.wmf]0
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Формулы гомотетии: 
[image: image633.wmf](
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Задачи.

1. Построить образ и прообраз точки, прямой, окружности при гомотетии, заданной центром 
[image: image634.wmf]0

M

 и парой соответствующих точек 
[image: image635.wmf]AA
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Решение. Изобразим на картинке точку 
[image: image636.wmf]0

M

 и пару соответствующих точек 
[image: image637.wmf]AA
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. Посмотрим на определение гомотетии и убедимся, что все три точки лежат на одной прямой. 

Возьмем точку В на плоскости и построим ее образ. Во-первых, точка 
[image: image638.wmf]B
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 должна лежать на одной прямой с точками 
[image: image639.wmf]0
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 и В. Проводим прямую 
[image: image640.wmf](
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. Во-вторых, прямые 
[image: image641.wmf](
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[image: image642.wmf](
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 должны быть параллельны по свойству гомотетии, следовательно, 
[image: image643.wmf]B
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 принадлежит прямой, проходящей через точку 
[image: image644.wmf]A
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 параллельно прямой 
[image: image645.wmf](
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. Обозначим эту прямую 
[image: image646.wmf]a

. Тогда 
[image: image647.wmf](
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Возьмем точку 
[image: image648.wmf]C
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на плоскости и построим ее прообраз. Рассуждения полностью аналогичны проведенным выше. Во-первых, точка 
[image: image649.wmf]C

 (прообраз точки 
[image: image650.wmf]C
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) лежит на одной прямой с точками 
[image: image651.wmf]0
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 и 
[image: image652.wmf]C
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. Во-вторых, прямые 
[image: image653.wmf](
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[image: image654.wmf](

)

AC

¢¢

 должны быть параллельны по свойству гомотетии, следовательно, 
[image: image655.wmf]C

 принадлежит прямой, проходящей через точку 
[image: image656.wmf]A

 параллельно прямой 
[image: image657.wmf](
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. Обозначим эту прямую 
[image: image658.wmf]b

. Тогда 
[image: image659.wmf](
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Чтобы построить образ (прообраз) данной прямой при гомотетии, достаточно построить образ (прообраз) одной ее точки и через эту точку провести прямую параллельную денной. Подумайте, почему это так? 

Чтобы построить образ (прообраз) данной окружности, достаточно построить образ 
[image: image660.wmf]Q

¢

 (прообраз) ее центра 
[image: image661.wmf]Q

 и какой-нибудь точки 
[image: image662.wmf]A

этой окружности. Получим точку 
[image: image663.wmf]A
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. Проведем окружность с центром в точке 
[image: image664.wmf]Q
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 радиуса 
[image: image665.wmf]QA
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. Это будет образ данной окружности. (
2. На плоскости даны две прямые 
[image: image666.wmf]ll
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 и точка О, им не принадлежащая. Построить образ и прообраз произвольной прямой 
[image: image667.wmf]d

 при гомотетии с центром в точке О и  переводящей 
[image: image668.wmf]ll
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.

Решение. Проведем через точку О какую-нибудь прямую 
[image: image669.wmf]a

. Обозначим 
[image: image670.wmf]alA
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 и 
[image: image671.wmf]alA
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. Убедимся, что такое обозначение не случайно и точка 
[image: image672.wmf]A
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 действительно является образом точки 
[image: image673.wmf]A

. Как обычно запишем 
[image: image674.wmf]AalalA
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 (действительно, прямая 
[image: image675.wmf]a

 инвариантна, так как проходит через центр гомотетии). Теперь гомотетия у нас задана центром и парой соответствующих точек. Такие задачи мы уже умеем решать (см. задачу 1). (
3. Составить формулы гомотетии, зная две инвариантные прямые 
[image: image676.wmf]220
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[image: image677.wmf]410
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 и коэффициент гомотетии 
[image: image678.wmf]2
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. Найти образ окружности 
[image: image679.wmf](
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при этой гомотетии.

Решение. Общие формулы для гомотетии у нас есть. Если мы подставим в них координаты центра и коэффициент гомотетии, то получим ответ. Коэффициент у нас дан: 
[image: image680.wmf]2
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. Ищем координаты центра гомотетии. По свойству гомотетии все ее инвариантные прямые пересекаются в ее центре, следовательно,  определив координаты точки пересечения прямых 
[image: image681.wmf]220
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 и 
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 мы найдем координаты центра 
[image: image683.wmf]0
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 гомотетии. 


[image: image684.wmf](
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Получаем 
[image: image685.wmf](

)

(

)

0

2

1,0

121

23

:

2

2

M

xx

xx

H

yy

yy

-

-

¢

¢

+=-+

ì

=--

ì

ï

Û

íí

¢

=-

¢

=-

ï

î

î

.

Найдем теперь образ 
[image: image686.wmf]w

¢

 окружности 
[image: image687.wmf](

)

(

)

22

:214

xy

w

-+-=

. Вычислим координаты  образа точки 
[image: image688.wmf](
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 - центра окружности 
[image: image689.wmf]w

- при данной гомотетии (подставим координаты точки 
[image: image690.wmf]Q

 в формулы гомотетии). Получим 
[image: image691.wmf](
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. Так как гомотетия является подобием с коэффициентом 
[image: image692.wmf]22
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, то окружность 
[image: image693.wmf]w
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будет иметь радиус в 2 раза больше, чем исходная окружность. Итак, окружность 
[image: image694.wmf]w
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 имеет центр в точке 
[image: image695.wmf](
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 и радиус 4. Запишем ее уравнение: 
[image: image696.wmf](
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4. Подобие задано парой реперов. Представить его в виде композиции гомотетии с тем же коэффициентом и любым центром и движения. Определить вид движения.

Решение. Пусть даны ортонормированный репер 
[image: image697.wmf](
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[image: image698.wmf](
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. Так как они задают подобие, должны выполняться условия: 
[image: image699.wmf]OAOB
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 и 
[image: image700.wmf]OAOB
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 (почему?) Определим коэффициент подобия. Он равен 
[image: image701.wmf]OA
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[image: image702.wmf]OBAB
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. Возьмем произвольную точку плоскости 
[image: image703.wmf]0
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 - это будет центр гомотетии. Построим образ репера 
[image: image704.wmf](
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 при гомотетии с центром 
[image: image705.wmf]0
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 и коэффициентом 
[image: image706.wmf]OA
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 (для построения воспользуемся теоремой Фалеса). В результате получим  репер 
[image: image707.wmf](
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. Тогда пара реперов 
[image: image708.wmf](
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[image: image709.wmf](

)

,,

ROAB

¢¢¢¢

=

 задаст движение. Нам нужно определить вид этого движения. Во-первых, определим род движения по ориентации реперов (одинаковая ориентация – первый род, противоположная – второй род). 

Движение 1 рода:

а) 
[image: image710.wmf](

)

(

)

(

)

OOAABB

¢¢¢

Þ

%%

%

PP

параллельный перенос на вектор 
[image: image711.wmf]OO
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б) иначе, поворот. Определим центр и угол поворота. Пусть прямая 
[image: image712.wmf]a

 - серединный перпендикуляр к отрезку 
[image: image713.wmf]OO
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, прямая 
[image: image714.wmf]b

 - серединный перпендикуляр к отрезку 
[image: image715.wmf]AA
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. Тогда точка 
[image: image716.wmf]Dab
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 - центр поворота. Угол поворота 
[image: image717.wmf](
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Движение 2 рода:


а) если прямая 
[image: image718.wmf]l

, проходящая через середины отрезков 
[image: image719.wmf],,
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 перпендикулярна им, то данное движение – осевая симметрия с осью 
[image: image720.wmf]l
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б) иначе это скользящая симметрия с осью 
[image: image721.wmf]l

, проходящей через середины отрезков 
[image: image722.wmf],,
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. Чтобы найти вектор параллельного переноса этой скользящей симметрии, отразим точку 
[image: image723.wmf]O
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 от оси 
[image: image724.wmf]l

. Получим точку 
[image: image725.wmf]O
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. Тогда вектор 
[image: image726.wmf]OO
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 будет искомым вектором. (
5. Представить преобразование подобия 
[image: image727.wmf]341,432

xxyyxy

¢¢

=-+=+-

 в виде композиции гомотетии с отрицательным коэффициентом и движения. Определить вид движения.

Решение. Вспомним общий вид формул подобия:


[image: image728.wmf]11120
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[image: image729.wmf]222222
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. Тогда 
[image: image730.wmf]k

 - коэффициент подобия. 

Мы видим, что формулы из задачи удовлетворяют этим условиям, следовательно, задают подобие с коэффициентом 
[image: image731.wmf]22
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. Пусть данное подобие 
[image: image732.wmf]f

 представлено  в виде 
[image: image733.wmf](
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[image: image734.wmf](
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 - гомотетия, 
[image: image735.wmf]g

 - движение. Запишем их формулы. Начнем с гомотетии, общие формулы которой у нас есть. 


[image: image736.wmf](
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. Теперь найдем формулы движения 
[image: image737.wmf]g

. Для этого умножим обе части равенства 
[image: image738.wmf](
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[image: image739.wmf](
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[image: image740.wmf](
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[image: image741.wmf](
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. Из этой записи мы видим, чтобы найти формулы движения 
[image: image742.wmf]g

, нужно записать формулы гомотетии 
[image: image743.wmf](
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 , затем найти композицию 
[image: image744.wmf](
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[image: image745.wmf]f
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[image: image746.wmf](
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. Чтобы найти композицию гомотетии и подобия, введем другие обозначения для переменных. Заметим, что гомотетия и подобие действуют на точку в следующей последовательности: 
[image: image747.wmf](
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. Точка 
[image: image748.wmf](
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 является образом для точки 
[image: image749.wmf](
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 при гомотетии и исходной точкой для подобия 
[image: image750.wmf]f

. Тогда 


[image: image751.wmf](
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[image: image752.wmf]341
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Движение 
[image: image753.wmf](
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, следовательно, в формулах нам надо "избавиться" от переменных 
[image: image754.wmf](
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. Подставим их из уравнений гомотетии в уравнения подобия: 


[image: image755.wmf]34
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. Нам осталось только определить вид движения по его формулам (см. §3). Это движение 1 рода, имеющее единственную инвариантную точку 
[image: image756.wmf]5
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. Это поворот вокруг точки 
[image: image757.wmf]5
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 на угол 
[image: image758.wmf]a

 такой, что 
[image: image759.wmf]34
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Задачи к проверочной работе.

1. Построить образ и прообраз точки, прямой, окружности при гомотетии, заданной центром 
[image: image760.wmf]0

M

 и коэффициентом 
[image: image761.wmf]1
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[image: image762.wmf]1

,2

2

m

=-±

).

2. Составить формулы гомотетии, заданной двумя парами соответствующих точек 
[image: image763.wmf](
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3. Построить образ данной прямой при гомотетии, заданной двумя парами прямых 
[image: image764.wmf],
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[image: image765.wmf]a
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) и коэффициентом 
[image: image766.wmf]2

m

=-

. 

4. Построить образ данной прямой при гомотетии, заданной двумя парами прямых 
[image: image767.wmf],

aabb

¢¢

®®

 (
[image: image768.wmf]a
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) и коэффициентом 
[image: image769.wmf]1
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5. Составить формулы гомотетии с коэффициентом 
[image: image770.wmf]2
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, при которой прямая 
[image: image771.wmf]40
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 переходит  в прямую 
[image: image772.wmf]20
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, а прямая 
[image: image773.wmf]40
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 - в прямую 
[image: image774.wmf]10
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6. Найти образ окружности 
[image: image775.wmf](
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 при гомотетии с центром в точке 
[image: image776.wmf](
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 и переводящей прямую 
[image: image777.wmf]60
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 в прямую 
[image: image778.wmf]20
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7. Написать формулы гомотетии, при которой прямые 
[image: image779.wmf]30
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 и 
[image: image780.wmf]20

xy

-=

 инвариантны, а образом прямой 
[image: image781.wmf]20
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является прямая 
[image: image782.wmf]2150
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8. Написать формулы гомотетии с положительным коэффициентом, при которой окружность 
[image: image783.wmf](
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 переходит в окружность 
[image: image784.wmf](
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9. Построить образ и прообраз данной прямой при гомотетии, переводящей данные прямые 
[image: image785.wmf]aa
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 и данные точки 
[image: image786.wmf]AA
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.

10. Построить прообраз данной окружности при гомотетии, переводящей данные точки 
[image: image787.wmf],
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11. Найти уравнение прообраза прямой 
[image: image788.wmf]530
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 при гомотетии с центром в точке 
[image: image789.wmf](
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, которая переводит прямую 
[image: image790.wmf]210
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 в прямую 
[image: image791.wmf]250
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12. Построить прообраз данной прямой при гомотетии, заданной парой соответствующих точек 
[image: image792.wmf]AA
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 и инвариантной прямой 
[image: image793.wmf]b

.

13. Даны два параллельных отрезка 
[image: image794.wmf][

]
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. Построить образ данной окружности при гомотетии, переводящей один из данных отрезков в другой. Сколько решений имеет задача?

14. Представить подобие в виде композиции гомотетии с тем же коэффициентом и движения. Определить вид движения, если 
1) 
[image: image795.wmf]23,26
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; 2) 
[image: image796.wmf]23,26
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[image: image797.wmf]2222

,

4444

xxyyxy

¢¢

=-=+

.

15. Представить подобия предыдущей задачи в виде композиции движения и гомотетии с отрицательным коэффициентом и произвольным центром.

16. Представить подобие 
[image: image798.wmf]35,36
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 в виде композиции гомотетии с центром в точке 
[image: image799.wmf](

)
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 и отрицательным коэффициентом и движения. Определить вид движения.

17. Подобие задано парой реперов (нарисуйте картинку!). Разложить его в композицию гомотетии с положительным (отрицательным) коэффициентом и движения. Определить вид движения.

18*. Составить формулы подобия первого рода, переводящего отрезок с концами в точках 
[image: image800.wmf](
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 в отрезок с концами 
[image: image801.wmf](
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CD

. Сколько решений имеет задача?

19*. Доказать, что квадрат подобия второго рода есть гомотетия.

20*. Доказать, что любые две равносторонние гиперболы подобны.

21*. Доказать, что две любые параболы подобны. Чему равен коэффициент подобия?

22*. Подобие задано парой реперов (нарисуйте картинку!). Разложить его в композицию гомотетии с положительным (отрицательным) коэффициентом и движения с общей инвариантной точкой. Определить вид движения.
§ 6. Аффинные преобразования.

Определение. Преобразование плоскости называется аффинным, если оно любые три точки, лежащие на одной прямой переводит в три точки также лежащие на одной прямой и при этом сохраняет простое отношение трех точек.

Определение. Нетождественное аффинное преобразование называется перспективно-аффинным (или родством), если оно имеет по крайней мере две инвариантные точки А и В.

При этом вся прямая (АВ) состоит из инвариантных точек. Она называется осью родства.

Свойства родства.

1. Прямые, соединяющие соответствующие точки родства параллельны или совпадают.

2. Если прямая пересекает ось родства в некоторой точке, то ее образ также пересекает ось родства в этой же точке. Если прямая не пересекает ось родства, то ее образ также не пересекает ось родства.

Примеры перспективно-аффинных преобразований.

	Сдвиг


[image: image802.wmf]MMs
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	Косое сжатие


[image: image803.wmf]MM
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Косое сжатие называется сжатием, если 
[image: image804.wmf]'

MMs

^

uuuuur

.
Задачи.

1. Сдвиг (косое сжатие) задано осью и парой соответствующих точек. Построить образ и прообраз данной точки при этом преобразовании.

Решение. Рисуем картинку для сдвига. Нам даны ось 
[image: image805.wmf]s

 и пара соответствующих точек 
[image: image806.wmf]AA
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. Так как мы рассматриваем сдвиг, 
[image: image807.wmf]AAs
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. Возьмем произвольную точку В плоскости и построим ее образ 
[image: image808.wmf]B
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. Воспользуемся свойствами родства. Во-первых, 
[image: image809.wmf](
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 по 1 свойству, то есть 
[image: image810.wmf]B
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 принадлежит прямой 
[image: image811.wmf]a

, проходящей через точку В параллельно прямой 
[image: image812.wmf](
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[image: image813.wmf](
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 по 2 свойству, то есть 
[image: image815.wmf](
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[image: image816.wmf](
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Прообраз произвольной точки 
[image: image817.wmf]C

¢

 плоскости строится аналогично. Возьмем произвольную точку 
[image: image818.wmf]C

¢

 плоскости и построим ее прообраз 
[image: image819.wmf]C

. Воспользуемся свойствами родства. Во-первых, 
[image: image820.wmf](
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 по 1 свойству, то есть 
[image: image821.wmf]C

 принадлежит прямой 
[image: image822.wmf]b

, проходящей через точку 
[image: image823.wmf]C
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 параллельно прямой 
[image: image824.wmf](
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. Во-вторых, если 
[image: image825.wmf](
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[image: image826.wmf](
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 по 2 свойству, то есть 
[image: image827.wmf](
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[image: image828.wmf](
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В случае косого сжатия рассуждения точно такие же. (
2. Сдвиг (косое сжатие) задано осью и парой соответствующих точек. Построить образ и прообраз данного квадрата при этом преобразовании. Рассмотреть различное расположение квадрата относительно оси родства.

Решение. Достаточно построить образы вершин квадрата и соединить их отрезками (в результате этих действий мы получим параллелограмм). Подумайте, как построить образ квадрата проще. (
3. Построить образ точки при косом сжатии, заданном инвариантной точкой С , парой соответствующих параллельных (пересекающихся) прямых 
[image: image829.wmf]aa
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  и направлением сжатия – прямой 
[image: image830.wmf]b

.

Решение. Рисуем картинку. Мы знаем, что все инвариантные точки лежат на оси родства 
[image: image831.wmf]s

, то есть 
[image: image832.wmf]Cs

Î

. Непараллельные соответствующие прямые пересекаются на оси родства, то есть 
[image: image833.wmf]aaKs
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. У нас появилась ось родства 
[image: image834.wmf](
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. Нам осталось получить две соответствующие точки 
[image: image835.wmf]AA
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, которые лежат на прямых 
[image: image836.wmf]a

 и 
[image: image837.wmf]a

¢

 соответственно. Мы знаем, что все прямые, соединяющие соответствующие точки родства параллельны между собой. Это и есть направление сжатия. Оно задается прямой 
[image: image838.wmf]b

, то есть 
[image: image839.wmf](

)

AAb

¢

P

. Кроме того, 
[image: image840.wmf],
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. Следовательно, 
[image: image841.wmf],
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. Теперь косое сжатие задано осью и парой соответствующих точек. Дальше решение такое же как в задаче 1. (
4. Родство задано двумя парами пересекающихся соответствующих прямых 
[image: image842.wmf],
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 и 
[image: image843.wmf],,
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. Построить образ (прообраз) данной точки при данном родстве.

Решение. Если мы построим ось родства и пару соответствующих точек, то сможем решить задачу по аналогии  с задачей 1. Мы знаем, что соответствующие прямые пересекаются на оси родства, следовательно, ось родства 
[image: image844.wmf](
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sCD
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. Найдем образ точки 
[image: image845.wmf]AababA
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. Тогда родство задано осью 
[image: image846.wmf]s

 и парой соответствующих точек 
[image: image847.wmf]AA

¢
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. (
Задачи к проверочной работе.

1. Построить образ (прообраз) данной трапеции при косом сжатии, заданном осью и парой соответствующих точек.

2. Построить образ данной прямой при сдвиге, заданном осью и парой пересекающихся соответствующих прямых.

3. Сдвиг задан парой соответствующих прямых 
[image: image848.wmf]aaa
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 и инвариантной прямой 
[image: image849.wmf]b

. Построить образ данного треугольника (квадрата, параллелограмма) при данном сдвиге. Сколько решений имеет задача?

4. Построить образ (прообраз) данной трапеции при сдвиге, заданном парой соответствующих точек 
[image: image850.wmf]AA

¢

®

 и инвариантной точкой В.

5. Доказать, что любое аффинное преобразование можно представить в виде композиции родства и подобия. 

6*.  Показать, что перспективно-аффинное преобразование, вообще говоря, не сохраняет величину угла. Но при этом верно следующее утверждение: при всяком перспективно-аффинном преобразовании через каждую точку плоскости проходят две взаимно перпендикулярные прямые, образы которых при этом преобразовании также взаимно перпендикулярны.

7*. Доказать, что любое аффинное преобразование можно представить в виде композиции двух сжатий к взаимно перпендикулярным прямым и движения.
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