§ 15. Способы задания плоскостей и их взаимное расположение.

Пусть дана аффинная система координат  
[image: image1.wmf](
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 и плоскость 
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 задана точкой 
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 - компланарны. Это условие можно расписать разными способами.
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. Раскрыв определитель, получим общее уравнение плоскости 
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Вектор 
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Векторы 
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 - векторное параметрическое уравнение плоскости 
[image: image14.wmf]a
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3) распишем векторное параметрическое уравнение в координатах
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 - параметрические уравнения плоскости 
[image: image16.wmf]a
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Пусть дана прямоугольная декартова система координат 
[image: image17.wmf](
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 задана точкой 
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. Это уравнение плоскости 
[image: image23.wmf]a

, заданной точкой  и нормальным вектором. 


Пусть в аффинной системе координат  
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 даны уравнения плоскостей  
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	В противном случае 
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Задачи

1. Написать общее и параметрические уравнения плоскости 
[image: image36.wmf]a

, проходящей через ось 
[image: image37.wmf]Oz

 и точку В(-3,1,-2) (аффинная система координат).

Решение. Зададим плоскость 
[image: image38.wmf]a

 точкой и двумя неколлинеарными векторами ее направляющего подпространства. Так как ось 
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 можно задать точкой 
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2. Написать параметрические уравнения плоскости: а) 
[image: image47.wmf]10
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. Найти координаты нескольких точек, принадлежащих этой плоскости и базис направляющего подпространства (аффинная система координат).

Решение. Найдем координаты какой-нибудь точки А, принадлежащей плоскости 
[image: image49.wmf]:10
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 и пары не коллинеарных векторов, параллельных этой плоскости. Например, точка А(-1,0,0)
[image: image50.wmf]a
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 (координаты точки А удовлетворяют уравнению плоскости 
[image: image51.wmf]a
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. Тогда запишем параметрические уравнения плоскости 
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Аналогично для второй плоскости.  (
3. Написать уравнение плоскости 
[image: image56.wmf]a

, проходящей через точки А(1,3,5) и В(1,0,0) параллельно прямой пересечения плоскостей 
[image: image57.wmf]12
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(аффинная система координат).

Решение. Найдем координаты вектора 
[image: image58.wmf]p
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, параллельного прямой пересечения плоскостей 
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. Тогда плоскость 
[image: image62.wmf]a

 задается точкой В(1,0,0) и парой векторов 
[image: image63.wmf](
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4. Найти точку, симметричную точке В(2,7,1) относительно плоскости 
[image: image66.wmf]:2,1,14
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Решение. Перейдем к общему уравнению плоскости. Выразим из первого параметрического уравнения 
[image: image67.wmf]2
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)

(

)

:1412470

zyxxyz

a

=-+--+Û-++=

. Это общее уравнение плоскости. Вектор 
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Обозначим координаты точки 
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 - точка, симметричная В относительно плоскости 
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[image: image73.wmf](

)

2,7,1

BBabcn

¢

---

uuur

r

P

 
[image: image74.wmf],

BBn

ll

¢

Þ=Î

uuur

r

¡

 или в координатах получим 
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[image: image83.wmf](
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5. Написать уравнение плоскости, проходящей через начало координат и перпендикулярной к линии пересечения плоскостей 
[image: image84.wmf]2430
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Решение. Найдем вектор 
[image: image86.wmf]p
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, параллельный прямой пересечения данных плоскостей. Смотрим в таблицу и считаем его координаты: 
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[image: image88.wmf]a

 проходит через точку О(0,0,0) перпендикулярно вектору 
[image: image89.wmf](
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Задачи к проверочной работе.

1. Через линию пересечения плоскостей 
[image: image91.wmf]230,310
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 провести плоскость, отсекающую  на положительном направлении оси 
[image: image92.wmf]Ox

 отрезок длины 5  (аффинная система координат).

2. Найти точку, симметричную точке В(2,7,1) относительно плоскости 
[image: image93.wmf]470
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 (ПДСК). 

3. Найти точку, симметричную точке А(-6,2,-11) относительно плоскости 
[image: image94.wmf]12,12,19
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4. Найти точку, являющуюся проекцией точки В(1,3,-4) на плоскость 
[image: image95.wmf]2,3,3
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5. Найти точку симметричную точке 
[image: image96.wmf](
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 относительно плоскости, проходящей через точки А(6,1,5), В(6,2,5), С(10,2,1) (ПДСК).

6. Написать уравнение сферы, симметричной сфере 
[image: image97.wmf](
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 относительно плоскости 
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7. Написать уравнение плоскости, проходящей через линию пересечения плоскостей 
[image: image99.wmf]10
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8. Через точку А(-5,16,15) проведены плоскости: одна содержит ось 
[image: image102.wmf]Ox

, другая - 
[image: image103.wmf]Oy

. Найти угол между этими плоскостями (ПДСК).

9. Написать уравнение плоскости, перпендикулярной плоскости 
[image: image104.wmf]5320
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 и пересекающей ее по прямой, лежащей в плоскости 
[image: image105.wmf]Oxy

(ПДСК). 

§16. Уравнения прямой. Взаимное расположение прямых и плоскостей.

Пусть в аффинной системе координат прямая 
[image: image106.wmf]l

 задана точкой 
[image: image107.wmf](
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[image: image109.wmf]l
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 координаты 
[image: image111.wmf]0
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 пропорциональны. Тогда это условие можно записать следующими способами:
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 - это векторное  параметрическое уравнение прямой. 

2) Расписав векторное параметрическое уравнение прямой в координатах, получим параметрические уравнения прямой: 
[image: image114.wmf]01
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3) 
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 - канонические уравнения прямой. 
[image: image116.wmf](
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4) Прямую можно задать как линию пересечения двух плоскостей: 
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. Направляющий вектор этой прямой можно получить, решив систему 
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Пусть даны две прямые 
[image: image123.wmf](
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Задачи. 

1. Написать уравнения прямой, проходящей через точку А(1,-3,4) параллельно прямой 
[image: image138.wmf]:230,310
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 (аффинная система координат).

Решение. Найдем направляющий вектор 
[image: image139.wmf](
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[image: image144.wmf]b
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2. Через точку В(1,0,0) провести прямую, параллельную плоскости 
[image: image147.wmf]220
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 и пересекающую прямую 
[image: image148.wmf],,22
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 (аффинная система координат). 

Решение. Выясним взаимное расположение данных прямой 
[image: image149.wmf]a

 и плоскости 
[image: image150.wmf]a

. Направляющий вектор прямой 
[image: image151.wmf]a

 имеет координаты 
[image: image152.wmf](
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[image: image153.wmf]a

 с помощью критерия параллельности вектора и плоскости: 
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[image: image155.wmf]a

 пересекает плоскость 
[image: image156.wmf]a

. Рисуем картинку. Обозначим искомую прямую 
[image: image157.wmf]b

. Тогда будем определять прямую 
[image: image158.wmf]b

 как пересечение двух плоскостей, то есть 
[image: image159.wmf]b
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[image: image160.wmf]p

 проходит через точку В параллельно плоскости 
[image: image161.wmf]a

, плоскость 
[image: image162.wmf]s

 проходит через точку В и прямую 
[image: image163.wmf]a

. Запишем уравнения этих плоскостей.
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Так как плоскость 
[image: image168.wmf]s

 проходит через прямую 
[image: image169.wmf]a

, то ее направляющий вектор 
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 параллелен этой плоскости. Точка А(0,0,2) принадлежит прямой 
[image: image171.wmf]a

, следовательно, принадлежит и плоскости 
[image: image172.wmf]s

. Тогда плоскость 
[image: image173.wmf]s

 определяется точкой А(0,0,2) и двумя параллельными ей векторами 
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[image: image175.wmf](
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. Запишем уравнение этой плоскости:


[image: image176.wmf]11
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[image: image177.wmf]210
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3. Определить взаимное расположение прямых а) 
[image: image178.wmf]:12,7,34
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 и 
[image: image179.wmf]:63,12,2
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; б) 
[image: image180.wmf]:2,1,42
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 и 
[image: image181.wmf]:220,73130
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.  (аффинная система координат).

Решение. а) Найдем направляющие вектора и точки данных прямых. Направляющий вектор прямой 
[image: image182.wmf]a

:
[image: image183.wmf](

)
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, точка А(1,7,3)
[image: image184.wmf]a
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; направляющий вектор прямой 
[image: image185.wmf]b

: 
[image: image186.wmf](
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, точка             В(6,-1,-2)
[image: image187.wmf]b
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. Координаты векторов 
[image: image188.wmf](
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 и 
[image: image189.wmf](
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 не пропорциональны, то есть эти прямые либо пересекаются, либо скрещиваются (см. таблицу). Рассмотрим вектор 
[image: image190.wmf](
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. Выясним, компланарны ли векторы 
[image: image191.wmf](
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[image: image192.wmf](
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[image: image193.wmf](
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[image: image194.wmf](
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, то есть векторы не компланарны и прямые скрещиваются. 

б) Найдем направляющие вектора и точки данных прямых. Направляющий вектор прямой 
[image: image195.wmf]a

:
[image: image196.wmf](
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, точка А(-2,-1,4)
[image: image197.wmf]a
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; направляющий вектор прямой 
[image: image198.wmf]b

 имеет координаты 
[image: image199.wmf](

)

123

,,

bbbb

r

, где 
[image: image200.wmf]123
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(см. таблицу §1). Найдем какую-нибудь точку на прямой 
[image: image201.wmf]b

: 
[image: image202.wmf]220220220
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[image: image203.wmf]22
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[image: image204.wmf]1
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[image: image205.wmf]0,4

yz

==

. Имеем, точка В(1,0,4) 
[image: image206.wmf]b
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, Мы видим, что координаты векторов 
[image: image207.wmf]a
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 и 
[image: image208.wmf]b
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 пропорциональны, то есть прямые либо параллельны, либо совпадают. Рассмотрим вектор 
[image: image209.wmf](
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. Координаты векторов 
[image: image210.wmf](
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[image: image211.wmf](
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 не пропорциональны, то есть векторы не коллинеарны, следовательно, прямые 
[image: image212.wmf]a

 и 
[image: image213.wmf]b

 параллельны. (
4. Через точку А(0,0,2) провести прямую 
[image: image214.wmf]l

 перпендикулярную прямым, 
[image: image215.wmf]:1,1,
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 и 
[image: image216.wmf]:1,2,3
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Решение. Рассмотрим направляющие векторы данных прямых 
[image: image217.wmf](
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 и 
[image: image218.wmf](
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. Направляющий вектор искомой прямой 
[image: image219.wmf]l

 перпендикулярен обоим векторам 
[image: image220.wmf](
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[image: image221.wmf](
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[image: image222.wmf]l
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 можно взять 
[image: image223.wmf],
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[image: image224.wmf]11
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[image: image225.wmf](
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[image: image226.wmf]l

 задается точкой А(0,0,2) и направляющим вектором 
[image: image227.wmf](
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. Запишем ее параметрические уравнения.
[image: image228.wmf]:0
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5. Написать уравнения прямой 
[image: image229.wmf]l

, которая проходит через точку Р(2,-1,0) и пересекает под прямым углом прямую 
[image: image230.wmf]11
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Решение. Точка Р(2,-1,0)
[image: image231.wmf]a
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, так как 
[image: image232.wmf]21101
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[image: image233.wmf]l

 можно задать, как пересечение плоскостей 
[image: image234.wmf]p

 и 
[image: image235.wmf]s

, где 
[image: image236.wmf]p

 проходит через точку Р и прямую 
[image: image237.wmf]a

, плоскость 
[image: image238.wmf]s

 проходит через точку Р перпендикулярно прямой 
[image: image239.wmf]a

. Запишем уравнения этих плоскостей.

Плоскость 
[image: image240.wmf]p

 задается точкой Р(2,-1,0), точкой 
[image: image241.wmf](
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Для плоскости 
[image: image244.wmf]s

: 
[image: image245.wmf](
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6. Написать уравнения прямой 
[image: image247.wmf]l

, содержащей общий перпендикуляр оси ординат и прямой 
[image: image248.wmf]:34,1,25
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Решение. Выясним взаимное расположение данных прямых. Ось ординат 
[image: image249.wmf]:0,,0
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[image: image250.wmf](
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 и проходит через точку 
[image: image251.wmf](
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[image: image252.wmf]a

 параллельна вектору 
[image: image253.wmf](
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 и проходит через точку 
[image: image254.wmf](
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[image: image255.wmf]j
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 и 
[image: image256.wmf]a
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 не коллинеарны, так как их координаты не пропорциональны. Определим компланарны ли векторы 
[image: image257.wmf],,
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[image: image258.wmf]340
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[image: image259.wmf]a

 и 
[image: image260.wmf]Oy

 скрещиваются. 

Найдем направляющий вектор прямой 
[image: image261.wmf]l

. Имеем 
[image: image262.wmf],
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Тогда их общий перпендикуляр 
[image: image264.wmf]l

 можно задать как пересечение двух плоскостей: плоскости 
[image: image265.wmf]p

, проходящей через прямую 
[image: image266.wmf]a

 параллельно вектору 
[image: image267.wmf](
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 и плоскости 
[image: image268.wmf]s

, проходящей через ось ординат параллельно вектору 
[image: image269.wmf](
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. Запишем уравнения этих плоскостей. 
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7. Написать уравнения прямой 
[image: image274.wmf]l

, проходящей через точку А(2,3,1) и пересекающей прямые 
[image: image275.wmf]:0,40
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[image: image276.wmf]:310,20
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(аффинная система координат).

Решение. Выясним взаимное расположение данных прямых и точки. Точка А не принадлежит данным прямым, так как ее координаты не удовлетворяют уравнениям данных прямых. Найдем направляющие векторы прямых 
[image: image277.wmf]a

 и 
[image: image278.wmf]b

. Вектор 
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[image: image280.wmf](
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[image: image281.wmf]310110
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[image: image282.wmf](
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. Векторы 
[image: image283.wmf](
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 и 
[image: image284.wmf](
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 не коллинеарны, так как их координаты не пропорциональны. Найдем координаты каких-либо точек, принадлежащих данным прямым. Рассмотрим прямую 
[image: image285.wmf]0
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[image: image286.wmf]2
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[image: image287.wmf]2,0
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[image: image288.wmf](
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[image: image289.wmf]31013
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[image: image290.wmf](
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[image: image291.wmf],,
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[image: image293.wmf]a

 и 
[image: image294.wmf]b

 скрещиваются. Тогда прямую 
[image: image295.wmf]l

 можно задать как пересечение плоскостей 
[image: image296.wmf]p

 и 
[image: image297.wmf]s

, где плоскость 
[image: image298.wmf]p

 проходит через прямую 
[image: image299.wmf]a

 и точку А, плоскость 
[image: image300.wmf]s

 проходит через прямую 
[image: image301.wmf]b

 и точку А. 

Плоскость 
[image: image302.wmf]p

 зададим точкой А(2,3,1)  и векторами 
[image: image303.wmf](
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Аналогично 
[image: image306.wmf]s

 можно задать точкой А(2,3,1)  и векторами 
[image: image307.wmf](
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Итак, 
[image: image310.wmf]95200
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8. Написать уравнения проекции прямой 
[image: image311.wmf]:,4,16
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 на плоскость 
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 (аффинная система координат).

Решение. Вектор 
[image: image314.wmf](
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 не параллелен плоскости 
[image: image315.wmf]:220
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[image: image316.wmf]20100
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.  По определению проекция 
[image: image317.wmf]b

 прямой 
[image: image318.wmf]a

 на плоскость 
[image: image319.wmf]s

 в направлении вектора 
[image: image320.wmf]p
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 называется пересечение плоскости 
[image: image321.wmf]s

 и плоскости 
[image: image322.wmf]p

, проходящей через прямую 
[image: image323.wmf]a

 параллельно вектору 
[image: image324.wmf]p
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. Тогда плоскость 
[image: image325.wmf]p

 задается точкой 
[image: image326.wmf](

)

(

)

0,0,1

AaA

p

ÎÞÎ

 и векторами 
[image: image327.wmf](
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[image: image328.wmf]p
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. Запишем уравнение плоскости 
[image: image329.wmf](
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Задачи к проверочной работе.

1. Составить уравнения прямой, проходящей через точку А(3,-1,-4), пересекающей ось 
[image: image331.wmf]Oz

 и параллельной плоскости 
[image: image332.wmf]20

yz
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 (аффинная система координат).

2. Написать уравнения прямой, которая проходит через точку А(1,2,-1) и параллельна прямой 
[image: image333.wmf]10,220

xyzxyz
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(аффинная система координат).

3. Составить уравнения прямой, проходящей через точку К(0,1,0) и пересекающей две прямые 
[image: image334.wmf]22,3,43
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 и 
[image: image335.wmf],1,3

xtytzt

==-=+

(аффинная система координат).

4. Через точку А(1,2,3) провести прямую, перпендикулярную прямой 
[image: image336.wmf]1,2,5
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(ПДСК).

5. Через точку 
[image: image337.wmf](
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 провести прямую, параллельную плоскости 
[image: image338.wmf]350
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 и пересекающую прямую 
[image: image339.wmf]1,1,2
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(аффинная система координат).

6. Составить уравнения прямой, проходящей через точку А(4,0,-1), пересекающей прямые 
[image: image340.wmf]135
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[image: image341.wmf]21
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 (аффинная система координат).

7. Составить уравнения прямой, пересекающей прямые 
[image: image342.wmf]35
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[image: image343.wmf]107

541

xyz

-+

==

 и параллельной прямой 
[image: image344.wmf]28,17,3
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(аффинная система координат).

8. Через точку А(1,0,7) параллельно плоскости 
[image: image345.wmf]32150
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 провести прямую, пересекающую прямую 
[image: image346.wmf]13
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(аффинная система координат).

9. Написать уравнения прямой, проходящей через точку 
[image: image347.wmf](
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 которая перпендикулярна прямой 
[image: image348.wmf],13,12

xtytzt
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 и параллельна плоскости 
[image: image349.wmf]210
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(ПДСК).

10. Составить уравнения прямой, проходящей через точку К(2,1,-1), которая перпендикулярна прямым 
[image: image350.wmf]30,20

xyxyz
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 и 
[image: image351.wmf]14,27,1
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(ПДСК).

11. Написать уравнения проекции прямой 
[image: image352.wmf]210,2210
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 на плоскость 
[image: image353.wmf]220
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 в направлении вектора 
[image: image354.wmf](
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 (аффинная система координат).

12. Написать уравнение общего перпендикуляра двух прямых 
[image: image355.wmf]739
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[image: image356.wmf]311
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13. Написать уравнения ортогональной проекции прямой 
[image: image357.wmf]230,10
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 на плоскость 
[image: image358.wmf]10
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(ПДСК).

14. Написать уравнения прямой, проходящей через точку А(2,-1,0), которая пересекает под прямым углом прямую 
[image: image359.wmf],13,12

xtytzt
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(ПДСК).

15. Через точку пересечения плоскости 
[image: image360.wmf]10
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 и прямой 
[image: image361.wmf]1,10
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 провести прямую, лежащую в этой плоскости и перпендикулярную данной прямой (ПДСК).

16. На прямой 
[image: image362.wmf]210,34290
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 найти точку, одинаково удаленную от двух данных точек А(3,11,4) и В(-5,-13,-2) (ПДСК).

17. На прямой 
[image: image363.wmf]73

121

xyz

+-

==

-

 найти точку, ближайшую к точке А(3,2,6) (ПДСК).

18. Составить уравнение прямой, проходящей через точку М(-4,-5,3) и пересекающей прямые 
[image: image364.wmf]132

321

xyz

++-

==

--

 и 
[image: image365.wmf]211

235

xyz
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 (аффинная система координат).

19. Найти основания общего перпендикуляра двух прямых 
[image: image366.wmf]37,24,34

xtytzt

=-=-+=+

 и 
[image: image367.wmf]1,28,12

xtytzt

=+=-=--

(ПДСК).

20. Найти точку, симметричную точке В(4,1,6) относительно прямой 
[image: image368.wmf]52,72,

xtytzt

=-+=-=

 (ПДСК).

21. Найти точку, симметричную точке 
[image: image369.wmf](2,5.7)

N

-

 относительно прямой 
[image: image370.wmf]3110,240

xyxz

--=--=

(ПДСК).

22. Найти точку, симметричную точке 
[image: image371.wmf](2,5.7)

N

-

 относительно прямой 
[image: image372.wmf]546

132

xyz

---

==

 (ПДСК).

23. Найти точку, которая делит пополам отрезок, заключенный между точкой Р(2,-1,3) и ее проекцией на прямую 
[image: image373.wmf]3,57,22

xtytzt

==-=+

 (ПДСК).

24. Найти точку, симметричную точке 
[image: image374.wmf](

)

2,5,7

R

-

 относительно прямой, проходящей через точки А(5,4,6) и В(-2,-17,-8) (ПДСК).

25. Найти уравнение сферы, симметричной сфере 
[image: image375.wmf](
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)

222

4161

xyz
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 относительно прямой 
[image: image376.wmf]4120,2230

xyzxyz

-++=+-+=

(ПДСК).

26. При каких значениях В и 
[image: image377.wmf]D

 прямая 
[image: image378.wmf]290,30

xyzxByzD

-+-=+++=

 лежит в плоскости 
[image: image379.wmf]Oxy

? (аффинная система координат).

27. При каком значении 
[image: image380.wmf]D

 прямая 
[image: image381.wmf]3360,00

xyzxyzD

-+-=++=

 пересекает ось 
[image: image382.wmf]Oz

? (аффинная система координат).

§17. Метрические задачи теории прямых и плоскостей
.

 Пусть дана прямоугольная декартова система координат 
[image: image383.wmf](
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rr

.

Формула для вычисления расстояния от точки 
[image: image384.wmf](
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Mxyz

 до плоскости 
[image: image385.wmf]:0

AxByCzD
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: 
[image: image386.wmf](
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Формула для вычисления угла между прямой 
[image: image387.wmf](

)

123

,,

lpppp
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 и плоскостью 
[image: image388.wmf]:0

AxByCzD
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[image: image389.wmf]123
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Формула для вычисления угла между плоскостями 
[image: image390.wmf]11111
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AxByCzD
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 и 
[image: image391.wmf]22222
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[image: image392.wmf]121212
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Задачи. 

1. Найти касательную плоскость к сфере 
[image: image393.wmf]222

1

9

xyz

++=

, проходящую через прямую 
[image: image394.wmf]:

a



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image395.wmf]10,0

xyz

++==

. 

Решение. Пусть 
[image: image396.wmf]:0

AxByCzD

p

+++=

 - искомая касательная плоскость к сфере. Так как прямая 
[image: image397.wmf]a

 содержится в этой плоскости, точка 
[image: image398.wmf](
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1,0,0

AAa

p

-ÎÎ

 и вектор 
[image: image399.wmf](
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1,1,0

aaa

p
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rr

PP

. Тогда получим уравнения 
[image: image400.wmf]0

AD
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 (так как А
[image: image401.wmf]p

Î

) и 
[image: image402.wmf]0

AB

-=

 (так как 
[image: image403.wmf]a

p

r

P

). У нас осталось условие касания плоскости и сферы. Оно означает, что расстояние от центра 
[image: image404.wmf](
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0,0,0

O

 сферы до плоскости 
[image: image405.wmf]p

 равно радиусу сферы 
[image: image406.wmf]1

3

. Запишем это в виде уравнения: 
[image: image407.wmf]222

1

3

D

ABC
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. Получаем систему уравнений: 
[image: image408.wmf]222
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[image: image409.wmf]2222
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. Подставляя в общее уравнение плоскости 
[image: image410.wmf]p

, получим два решения:


[image: image411.wmf]1
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AxAyAzAxyz

p
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 и 
[image: image412.wmf]2
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AxAyAzAxyz

p
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. (
2. Написать уравнение плоскости, которая касается сферы 
[image: image413.wmf]222

26420

xyzxyz

++-++-=

 и параллельна плоскости 
[image: image414.wmf]0

xz

+=

.

Решение. По критерию параллельности двух плоскостей искомая плоскость 
[image: image415.wmf]p

 имеет уравнение 
[image: image416.wmf]0

xzD

++=

. Найдем значение 
[image: image417.wmf]D

 из того, что расстояние от центра сферы до плоскости 
[image: image418.wmf]p

 равно радиусу сферы. Приведем уравнение сферы к каноническому виду методом выделения полных квадратов: 
[image: image419.wmf](
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, то есть центр сферы находится в точке 
[image: image420.wmf](
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1,3,2

O
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, радиус равен 4. Получим 
[image: image421.wmf]13
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[image: image422.wmf]422
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. Мы получили два решения 
[image: image423.wmf]1

:4220

xz
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 и 
[image: image424.wmf]2

:4220
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+-+=
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3. Вывести формулу для вычисления расстояния между параллельными прямыми 
[image: image425.wmf]111213
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axxptyyptzzpt
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 и 
[image: image426.wmf]212223
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bxxptyyptzzpt
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. 

Решение. Расстоянием между двумя параллельными прямыми является расстояние от любой точки одной прямой до другой прямой. Тогда 
[image: image427.wmf](
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, где 
[image: image428.wmf]Aa

Î

. Применим формулу для вычисления расстояния от точки до прямой. 
[image: image429.wmf](
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, где 
[image: image430.wmf],
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4. Найти расстояние между прямыми 
[image: image431.wmf]:24,1,1

axtytzt

=+=-+=-

 и 
[image: image432.wmf]422
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       Решение. Выясним взаимное расположение данных прямых. Их направляющие векторы 
[image: image433.wmf](
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r

 и 
[image: image434.wmf](
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2,2,3
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r

 не коллинеарны, то есть прямые либо пересекаются, либо скрещиваются. Выясним компланарность векторов 
[image: image435.wmf],,
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, где 
[image: image436.wmf],

AaBb

ÎÎ

. Вычислим 
[image: image437.wmf]642

312303030900

313
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, то есть данные прямые скрещиваются. Применим формулу для вычисления расстояния между скрещивающимися прямыми. 


[image: image438.wmf](
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. Числитель мы уже вычислили, вычислим знаменатель: 
[image: image439.wmf]42
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. Окончательно получаем 
[image: image440.wmf](
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5. Составить уравнение плоскости, отстоящей от начала координат на расстояние 1 и отсекающей на положительных направлениях осей координат отрезки, связанные соотношениями 1:2:3.

Решение. Искомая плоскость 
[image: image441.wmf]:0
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 проходит через точки 
[image: image442.wmf](
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, где 
[image: image443.wmf]0
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 - некоторое число. С помощью этих точек получим три уравнения: 
[image: image444.wmf]0,20,30

AaDBaDCaD
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. Так как плоскость 
[image: image445.wmf]p

 находится на расстоянии 6 от точки 
[image: image446.wmf](
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, то получим 
[image: image447.wmf]222
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. Решаем систему уравнений: 
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Итак, 
[image: image449.wmf]6667
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. (
Задачи к проверочной работе. 

1. Найти величину угла между прямой 
[image: image450.wmf]230,10

xyzxyz
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 и плоскостью 
[image: image451.wmf]1,1,1

xvyuvzu

=+=-+-=-
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2. Выяснить взаимное расположение плоскости 
[image: image452.wmf]1,,2

xuyuvzv
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 и сферы 
[image: image453.wmf](
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.

3. Найти касательную плоскость к сфере 
[image: image454.wmf]222

1

xyz

++=

, перпендикулярную прямой 
[image: image455.wmf]230,40

xyxy
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.

4. Найти касательную плоскость к сфере 
[image: image456.wmf](
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xyz
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, параллельную плоскости 
[image: image457.wmf]34190

xz
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.

5. Найти касательные плоскости к сфере 
[image: image458.wmf](
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, проходящие через точки пересечения этой сферы с прямой 
[image: image459.wmf]1,73,34

xtytzt
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.

6. Найти касательную плоскость к сфере 
[image: image460.wmf](
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xyz
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, параллельную плоскости 
[image: image461.wmf]1011230

xyz

--+=

.

7. Найти касательную плоскость к сфере 
[image: image462.wmf]222

2

xyz

++=

, проходящую через прямую 
[image: image463.wmf]0,20

xyz

+=+=

. 

8. Написать уравнение плоскости, отсекающей на положительных направлениях осей координат отрезки, пропорциональные числам 1,2,3 и отстоящей от точки (3,5,7) на расстояние 4. 

9. Через точку В(0,0,1) провести плоскость, перпендикулярную к плоскости 
[image: image464.wmf]20

xz

+-=

 и образующую с плоскостью 
[image: image465.wmf]48120

xyz

--+=

 угол 
[image: image466.wmf]4

p

.

10. Через ось 
[image: image467.wmf]Oz

 провести плоскость, образующую с плоскостью 
[image: image468.wmf]2570

xyz

+--=

 угол 
[image: image469.wmf]3

p

. 

11. Через точку Р(0,0,3) провести касательную плоскость к сфере 
[image: image470.wmf]222

4

xyz

++=

, составляющую с прямой 
[image: image471.wmf]Oy

 угол 
[image: image472.wmf]6

p

.

12. Написать уравнение плоскости, проходящей через ось 
[image: image473.wmf]Ox

 и образующую угол 
[image: image474.wmf]4

p

 с прямой 
[image: image475.wmf]0,20

xyzxyz

-+=-+=

. 

13. Составить уравнение плоскости, проходящей через ось 
[image: image476.wmf]Oy

 и составляющей с прямой 
[image: image477.wmf]8,13,24

xytzt

==+=-+

 угол 
[image: image478.wmf]j

 такой, что 
[image: image479.wmf]45

sin

25

j

=

. 

14. Через точку А(6,0,0) провести касательную плоскость к сфере 
[image: image480.wmf]222

9

xyz

++=

, составляющую с плоскостью 
[image: image481.wmf]Oxy

 угол 
[image: image482.wmf]3

p

. 

15. Составить уравнение плоскости касательной к сфере 
[image: image483.wmf]222

102261940

xyzxyz
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 и параллельной прямым 
[image: image484.wmf]5113
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[image: image485.wmf]71
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16. Найти расстояние между прямыми 
[image: image486.wmf]99

314

xyz
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 и 
[image: image487.wmf]22100,40

xyzxyz

+--=---=

. 

17. Найти расстояние между прямыми 
[image: image488.wmf]21

342

xyz
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 и 
[image: image489.wmf]76,18,34

xtytzt
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.

� Во всех задачах параграфа система координат прямоугольная декартова.
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