§ 4. Скалярное произведение.

Сведения из теории.

Определение. Скалярным произведением векторов 
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 и 
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r

 называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними.
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В ортонормированном базисе 
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Свойства.
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Задачи.

1. Какие из следующих равенств являются верными для любых входящих в них векторов: а) 
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Указания. а) 
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 -  вектор, 
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 - число. Так как вектор не является числом, это равенство не может быть верным ни для одного вектора.  б) Используя свойства скалярного произведения векторов, получим 
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.  в) ) Используя свойства скалярного произведения векторов, получим 
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2. Какой угол образуют единичные векторы 
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, если известно, что векторы 
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Указания. Так как 
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. Используем свойства скалярного произведения для раскрытия скобок: 
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- единичные, их длины равны 1. Подставим это в последнее выражение: 
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3. Дан 
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. Известны координаты векторов 
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(0,1,1), 
[image: image35.wmf]BC
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(1,2,0) в ортонормированном базисе. Выяснить, является ли этот треугольник остроугольным, прямоугольным или тупоугольным.

       Указания. Оценим знак косинуса (А. Если он будет положительным, то угол острый, если – отрицательный, то угол – тупой, а если равен нулю, то угол прямой. Внимательно посмотрим, между какими векторами будет (А. (Нарисуйте картинку!!) 
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. Длины векторов всегда положительны, поэтому они интересовать нас не будут. Оценим знак скалярного произведения. Для этого нам нужно найти координаты вектора 
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(1,3,1). По формуле для вычисления скалярного произведения в ортонормированном базисе получим  
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. Следовательно, 
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 и угол А – острый. Проведем аналогичные рассуждения для 
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(0,-1,-1). Получим 
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 - тупой. Итак, треугольник – тупоугольный.  (
4. Вычислить длины диагоналей параллелограмма ABCD, если известно, что 
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Указания. По правилу параллелограмма 
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. В этой задаче у нас нет координат, значит, пользоваться формулой для вычисления длины вектора мы не можем. У нас остается только одно очень полезное свойство скалярного произведения: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image56.wmf]1
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. Аналогично вычислите длину второй диагонали (
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5. Найти скалярное произведение векторов  
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Указания. Возведем оба равенства в квадрат: 
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. Вычтем из первого равенства второе: 
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6. Дан треугольник АВС, отрезок АН – его высота. Выразить вектор 
[image: image70.wmf]AH
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 через векторы 
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Указания. По правилу треугольника имеем 
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. Пусть 
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 нам необходимо найти. Умножим равенство 
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 скалярно на 
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. Откуда мы можем выразить 
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7. Дан треугольник АВС со сторонами 
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[image: image83.wmf]AM
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Указания. Имеем 
[image: image85.wmf](

)

1

2

AMABAC

=+

uuuuruuuruuur

, 
[image: image86.wmf]1

2

BNABAC

=-+

uuuruuuruuur

. Мы знаем, что 
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. Найдем  
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8. Дан куб 
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. Найти угол  между прямыми 
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Указания. Введем базис 
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9. Дан произвольный тетраэдр 
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. Найти угол между медианой 
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 и медианой 
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 грани 
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Указания. Выразите векторы 
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. В частности, для правильного тетраэдра 
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10. Найти расстояние от вершины  правильного тетраэдра до середины средней линии противолежащей грани, если ребро тетраэдра равно 1.

Указания. Обозначим тетраэдр ABCD.Возьмем вершину D и обозначим М середину средней линии грани АВС. Нам нужно найти длину отрезка DМ. Введем базис 
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 и будем выражать все векторы через вектора этого базиса. 
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 по определению скалярного произведения с учетом правильности данного тетраэдра).  (
Задачи к зачету и проверочным работам.

1. Какие из следующих равенств являются верными для любых входящих в них векторов: а) 
[image: image119.wmf](

)

2

22

abab

=

rr

rr

, б) 
[image: image120.wmf](

)

2

22

2

abaabb

-=-×+

rrr

rrr

, в) 
[image: image121.wmf](

)

(

)

22

ababab

-+=-

rrr

rrr

.

2. Дан 
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. Известны координаты векторов 
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(1,2,0), 
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(-1,-3,-1) в ортонормированном базисе. Выяснить, является ли этот треугольник остроугольным, прямоугольным или тупоугольным. Найти длины его медиан.

3. Найти скалярное произведение векторов  
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4. Вычислить длины диагоналей параллелограмма ABCD, если известно, что 
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5. Доказать, что если для векторов  
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6. Найти скалярное произведение векторов  
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7. Доказать, что для любых векторов выполнены равенства 
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8. Пусть 
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9. Даны векторы 
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(1,0,1) в ортонормированном базисе. При каких значениях х справедливо равенство 
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10. Найти длину медианы АМ, высоты АН и биссектрисы 
[image: image149.wmf]AN

 
[image: image150.wmf]ABC

V

, если АВ=a, АС=b, 
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11. Доказать, что если векторы  
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удовлетворяют условию 
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12. При каких значениях ( и ( векторы 
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13. Доказать, что если 
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14. Доказать, что вектор 
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 ортогонален вектору 
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15. Дан куб 
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. Найти угол  между прямыми 
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16. Найти угол между скрещивающимися медианами граней правильного тетраэдра.

17. Найти угол между скрещивающимися средними линиями граней правильного тетраэдра.

18. В правильном тетраэдре с ребром 1 точки M  и N – точки пересечения медиан 
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19. Дан куб 
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20. Дан произвольный тетраэдр 
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