§6. Векторное произведение векторов
.

Пусть фиксирована правая прямоугольная декартова система координат. Назовем ее правой.

Определение. Векторным произведением двух неколлинеарных векторов 
[image: image1.wmf]a
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 и 
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 называется вектор 
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, такой что 1) 
[image: image4.wmf],

cacb

^^

r

rrr

; 2) 
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площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image6.wmf]a
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 и 
[image: image7.wmf]b
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; 3) базис 
[image: image8.wmf](
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Обозначение 
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Свойства. 1) 
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Формула для ортонормированного базиса:  
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22

33

,

iab

abjab

kab

éù

=

ëû

r

r

r

r

r

.                                  (*)

Задачи. 

1. Вычислить 
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[image: image17.wmf](
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Указания. Применить определение векторного произведения.

2. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image18.wmf],
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[image: image19.wmf]23
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Решение. По определению векторного произведения 
[image: image21.wmf](
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 и применим свойства векторного произведения.  Тогда 
[image: image23.wmf](
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[image: image24.wmf][
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. По определению векторного произведения 
[image: image25.wmf][
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3. Известно, что 
[image: image26.wmf](

)

3,1,,30

abab

==Ð=

o

rr

rr

. Найти 
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Решение. Преобразуем искомое выражение 
[image: image28.wmf][
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4. Известно, что 
[image: image30.wmf]1
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Решение. 
[image: image32.wmf](
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. По определению векторного произведения 
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. Найдем  
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. Окончательно получим 
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5. Прямая 
[image: image40.wmf]a

проходит через точку А параллельно вектору 
[image: image41.wmf]a

r

. Доказать, что расстояние от любой точки В до прямой 
[image: image42.wmf]a

 вычисляется по формуле 
[image: image43.wmf](
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Решение. Отложим от точки А представитель вектора 
[image: image44.wmf]a
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 и построим параллелограмм на векторах 
[image: image45.wmf]AB
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 и 
[image: image46.wmf]a
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 (нарисуйте картинку). Найдем его площадь 
[image: image47.wmf]S

 двумя способами: во-первых, площадь параллелограмма равна произведению его стороны на высоту, а во-вторых, модулю векторного произведения векторов, на которых построен параллелограмм. Получим 
[image: image48.wmf](

)

,,

aBaABa

r

éù

×=

ëû

uuur

rr

. (
6. Стороны АВ, ВС, СА треугольника АВС удвоены при продолжении за точки В,С,А, соответственно. Получены точки 
[image: image49.wmf],,

MNP

. Найти отношение площадей треугольников АВС и 
[image: image50.wmf]MNP

.

Решение. Нарисуем картинку. Видим 
[image: image51.wmf]22
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[image: image53.wmf]1

2

ABC

SABAC

éù

=

ëû

uuuruuur

, 
[image: image54.wmf]1117

2,36

2222

PMN

SPMPNACABACABACABABACABAC

éùéùéùéùéù

==+-=-+=

ëûëûëûëûëû

uuuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuu

ruuuruuur

. Тогда 
[image: image55.wmf]1

7

ABC

PMN

S

S

=

. (
7. Доказать следующие тождества:
1) 
[image: image56.wmf](

)

(

)

,,

abcbaccab

éù

éù

=-

ëû

ëû

rrr

rrrrrr

; 2) 
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 (тождество Якоби)
3) 
[image: image58.wmf]acbc
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 (тождество Лагранжа); 4) 
[image: image59.wmf](
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Указания. 1) Выбрать ортонормированный базис и по формуле посчитать левую и правую части тождества. Тождество Якоби следует из 1). Тождество Лагранжа доказывается аналогично 1). Последнее соотношение доказывается с помощью определения векторного произведения.

Задачи к проверочной работе.

1. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image60.wmf],
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2. Найти площадь параллелограмма 
[image: image63.wmf]ABCD

, если 
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3. Вычислить площадь трапеции 
[image: image66.wmf]ABCD
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4. Вычислить площадь четырехугольника 
[image: image71.wmf]ABCD

, если 
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5. Найти объем тетраэдра 
[image: image75.wmf]ABCD

, если 
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. Расстояние между прямыми 
[image: image78.wmf](
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[image: image80.wmf]h
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6. Известно, что 
[image: image81.wmf]33
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. Найти 
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7. Известно, что 
[image: image83.wmf]2,10,1

abab

===

rr

rr

. Найти 
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8. Известно, что 
[image: image85.wmf](
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 - острый. Найти 
[image: image86.wmf]ab
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9. Найти координаты единичного вектора 
[image: image87.wmf]c

r

, перпендикулярного векторам 
[image: image88.wmf](
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 и образующего с ними правую тройку. 

10. Доказать, что сумма квадратов площадей шести диагональных сечений параллелепипеда в два раза больше суммы квадратов площадей всех его граней.

11. Длина ребра куба 
[image: image90.wmf]1111
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 равна 1. Найти расстояние от вершины В до прямой 
[image: image91.wmf]1
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, где М – середина 
[image: image92.wmf]AD
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12. Пусть 
[image: image93.wmf],,
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 - точки пересечения биссектрис (высот, медиан) внутренних углов А,В,С треугольника АВС со сторонами ВС=
[image: image94.wmf]a
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, соответственно. Найти отношение площадей треугольников АВС и 
[image: image97.wmf]PQR

.

13. Обобщим предыдущую задачу. Пусть 
[image: image98.wmf],,
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 - точки делящие стороны ВС=
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 в отношениях 
[image: image102.wmf],,
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 соответственно. Найти отношение площадей треугольников АВС и 
[image: image103.wmf]PQR
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14. Даны три вектора 
[image: image104.wmf](
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[image: image105.wmf]d
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15. Найти вектор 
[image: image110.wmf]x
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[image: image111.wmf]5,3

xjxjk

éù

==-

ëû

r

rr

rr

, где 
[image: image112.wmf](

)

,,

ijk

r

rr

 - правый ортонормированный базис.

16. Доказать, что если 
[image: image113.wmf][
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17. Векторы 
[image: image115.wmf],,
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� Во всех задачах параграфа система координат прямоугольная декартова.
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